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Relembremos que dada uma ordem parcial (X, <), uma cadeia C' é um sub-
conjunto de X tal que quaisquer dois elementos sdo comparéveis (i.e., se z,y.€ C
entdo z <y ou y < z). Uma cadeia diz-se mazimal'se nao estiver contida pro-
priamente noutra cadeia.

Proposicao 1 (Principio da cadeia maximal). Seja (X, <) uma ordem parcial.
Entao X tem uma cadeia mazimal.

Demonstragao. Admitamos, com vista a um absurdo, que nae ha cadeias
maximais em X. Entdo, VC € Cadeias(X)3C' € Cadeias(X)[C < C].
Pelo axioma da escolha, existe uma fungdo f : Cadeias(X) — Cadeias(X)
tal que C C f(C), para toda a cadeia C4de X. Ora, como.sabemos, o conjunto
Cadeias(X) munido da ordem “C” é um conjunto completo para cadeias e, é
claro, f é uma expansao neste comjunto completo para cadeias. Pelo teorema
do ponto fixo de Zermelo, f tem um ponto fixo. Isto é absurdo. O

O seguinte resultado, utilizado frequentemente em Matemética, é um corolario
simples do teorema anterior:

Proposicao 2 (Lema de Zorn). Seja (X, <) uma ordem parcial em que toda a
cadeia tem magjorante. Entao X tem elemento maximal.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, seja C' uma cadeia maximal de X.
Tome-se z*um majorante de €. Claramente, x é elemento maximal de X. [

Proposigao 3 (Principio da boa ordenagao). Todo o conjunto pode ser bem
ordenado.

Demonstragao.-Seja dado X um conjunto e tome-se o 0 maximo dos ordinais
entre w e o numero de Hartogs h(X). Considere-se o conjunto F de todas as
funcoes. injectivas da forma f : § — X, com 8 < a. Claro que (F,C) é uma
ordem parcial. Para além disso, se C é uma cadeia de fungdes de F, a unido | JC
ainda é uma fungao injectiva e o seu dominio é claramente um segmento inicial
de a. Ora, este segmento inicial nao pode ser todo o «, pois a é pelo menos
h(X). Argumentdmos, portanto, que toda a cadeia de (F,C) tem majorante.
Pelo lema de Zorn, esta ordem tem um elemento maximal f : § +— X. E facil
de argumentar que imf = X: com efeito, se nao fosse, tomava-se um elemento
xo € X \ imf; entdo a fungdo f U {(83,z9)} de dominio S + 1 (note-se que



B+ 1 < a, pois a é ordinal limite) estaria em F; isto entra em contradi¢ao com
a maximalidade de f.

Agora, dado que o elemento maximal f é uma bijec¢do entre um ordinal e
X, conclui-se que X pode ser bem-ordenado. O

Exercicios. Mostre que a teoria Z juntamente com o principio da boa ordenag¢ao
demonstra o axioma da escolha.

Proposicao 4 (Comparabilidade das cardinalidades). Dados conjuntos X eY,
entio X <. Y ouY <, X.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, podemos munir X e Y de boas ordens.
Ora, como sabemos, as boas ordens ou sao isomorfas ou uma delas é isomorfa a
um segmento inicial da outra. O resultado sai agora trivialmente. |

O axioma da escolha é necessario para demonstrar qualquer dos quatro teo-
remas acima. Com efeito:

Teorema (Equivaléncias ao axioma da escolha):"Na teoria ZF os sequintes
principios sao equivalentes:

1. Azioma da escolha.

2. Principio da cadeia mazimal.
3. Lema de Zorn.

4. Principio da boa ordenagéo.
5

. Principio da comparabilidade das_cardinalidades.

Demonstragao. Viusse que (1) — (2) — (3) — (4) — (5). E fcil mostrar
que (4) — (1). Logo, basta ver que«(5) — (4). Seja X um conjunto qualquer.
Por (5), X <. h(X) ouh(X) <. X, onde h(X) é o nimero de Hartogs de X.
Por definigao de h(X) nao se tem o segundo caso. Logo, X <. h(X), i.e., existe
uma injee¢do de X no,ordinal A(X). Entao, claramente que X pode ser bem
ordenado. O

Pode mostrar-se que estas equivaléncias também valem em Z.



