Chapter 9
Equipoténcia

Definicao 1. Dois conjuntos X eY dizem-se equipotentes ou equinuméricos e
escreve-se X =, Y se existir uma funcao f: X — Y bijectiva.

Nas condicoes acima também se diz que X e Y tém a mesma, cardinalidade.
Um exemplo importante de equipoténcia é o seguinte. Dados conjuntos X e Y
denota-se por YX o conjunto de todas as funcoes de X para Y. Em particular,
{0,1}% é o conjunto de todas as funcdes de X parao conjunto {0, 1}. O conjunto
de todos os subconjuntos de X, também chamado o conjunto das partes de X
e denotado por Z(X) é equipotente a {0;1}* via a bijeccio que a cada Z C X
faz corresponder a sua fungdo caracteristica xz.: X — {0,1}:

(@) = 1 sexecZ
XZWEL= 0 se v .2

O seguinte resultado é ébvio:
Proposigao 1. Para todos 0s conjuntos X, Y e Z tem-se:
(a) X = X;
h) X=Y—-Y=X;
(c) X=.YANY=Z—>X=.Z.

Definicao 2. Diz-se que um conjunto X tem cardinalidade menor ou igual que
Y, e escreve-se X <.Y, se existir uma injeccio de X para Y. Diz-se que X
tem cardinalidade estritamente menor que Y, e escreve-se X <. Y, se X <. Y
e X nao é equipotente a Y.

Exercicio 1. Mostre que, para todo o conjunto X, X <. 2(X).

Proposicao 2. Sejam dados conjuntos X e Y. Tem-se que X <. Y se, e
somente se, existe um subconjunto Z de'Y equipotente a X.

Demonstragao. Suponhamos que f : X — Y é uma injeccio. Entdo este
mesmo f mostra que hd uma bijeccdo entre X e o subconjunto imf de Y.
Reciprocamente, seja Z C Y e f : X — Z uma bijeccao. Claro que f se pode
considerar uma injecgao de X para Y. O
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O seguinte é imediato:
Proposigao 3. Para todos os conjuntos X, Y e Z tem-se:
() X <. X;
) X<, YANY<.Z—->X<.Z.
O seguinte resultado é crucial e de demonstragao nao imediata:

Teorema de Schroder-Bernstein. Dados conjuntos X e Y, se X <. Y e
Y <. X entao X =.Y.

Demonstracgao. Sejam f: X — Y e g : Y — X injecgoes. Definem-se, por
recursao, subconjuntos X,, de X e subconjuntos Y,, de Y da seguinte forma: por
um lado, Xo = X, X;,41 = g[f[X,]]; por outro lado, Yo =Y e Y, 11 = f[g[¥5]].
Tem-se:

Xn 2 g[Yn} 2Xp1 e Y, 2 f[Xn] 2 Yoy,

para todo o numero natural n. As propriedades acima.mostram-se, cada qual,
por indugao. Consideremos a primeira propriedade/ O casobase é claro. Quanto
ao passo de inducao, observe-se que, por hipdtese de inducao; se infere X, 1o =
9L Xnri]] € glfl9lYall] = g¥nsa] € 9lYnri] = glFlgl¥ull] € gFIXa)] = Xoir.
A segunda propriedade verifica-se analogamente. Temos, pois, as seguintes in-
clusoes:

Xo 2 g[Yo] 2 X1 2 g[Y1] 2 X5 Dg[Y2] 2 Xgusw e
Yo 2 f[Xo] 2Y1 2 f[X1] 2¥2 O f[X3] O ¥5...
Definem-se as intersecgdes: X := (0, .y Xn e Y :=[), yYn. Ora:

Yo = mneN Y, 2 ﬂneN f[Xn] 2 mneN Y1 =Y.

Logo, ey f[Xal =Y. Dado que f ¢ injectiva, f[X*>] = f[,cny Xn] =
MNpen f[Xnl=Y>. Assim, a/fungdo f|x- é uma bijeccao de X> sobre Y.
Agora, para obter uma, bijeccao entre X e Y, basta arranjar uma bijecgao entre
X\ X< eY \'Y Tem-se:

X\ X% = (X0 \ gl¥al) U (gl¥o] \ X0) U (X1 \ g[Vi]) U (Vi) \ X2) U... e
Y\ Y™ = (¥ \ f[Xo]) U (FIXo] \ Y1) U (% \ FIX0) U (FIX0]\ Ya) U

em que estas unides sdo mutuamente disjuntas. Logo, se fizermos corresponder
biunivocamente as ‘parcelas’ da primeira uniao as da segunda uniao de modo que
‘parcelas’ em correspondéncia sejam equipotentes, temos o resultado desejado.
A ‘parcela’ X,,\ g[Y,] da unifo de cima fazemos corresponder a ‘parcela’ f[X,]\
Y,+1 da unido de baixo; por outro lado, & ‘parcela’ ¢g[Y¥,] \ X,+1 da unido
de cima fazemos corresponder a ‘parcela’ Y, \ f[X,] da unido de baixo. Pela
injectividade de f, f[X, \ g[Yn]] = fIXn] \ flg[Yn]] = fIXn] \ Ynt1. Por outro
lado, pela injectividade de g, g[Yn \ f[XnH - g[Yn] \g[f[Xn]] = g[Yn] \Xn-i-l'
Assim, X \ g[Yn] =¢ f[Xn] \ Yat1 e g[Vo] \ X1 =c Yo \ f[X0]- [
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Exercicio 2. Mostre que se X <. Y eY <. Z entio X <. Z.

O seguinte resultado fornece uma caracterizagao alternativa da existéncia de
injecgoes:

Proposigao 4. Sejam dados conjuntos X eY com X # 0. Entdo, X <.Y se,
e somente se, existe uma sobrejeccao de 'Y para X.

Demonstragao. Seja X # 0 e f : X — Y uma injecgao. Fixe-se g € X.
Defina-se ¢ : Y — X da seguinte forma:

z  se f(z)=y
9(y) = { xo se ndo existe x € X tal que f(z) =y

Note-se que g estd bem definida pois, dado y € Y, a existir z € X tal que f(z) =
y este valor x é, por injectividade, tinico. Claramente; g é uma sobrejecgao.

Reciprocamente, seja g : Y — X uma sobrejeccao. Entao, para cada x € X
existe pelo menos um elemento y € Y tal que g(y) = z. Escolha-se para f(x) um
tal elemento (i.e., f(z) é escolhido de modo a que g(f(z)) = x). Vamos ver que
f: X — Y definido desta maneira é uma injecgdo. Com efeito, se f(x) =/f(z')
entdo = = g(f(2)) = g(f(z')) = ' 0

O modo como se escreveu a segunda parte doargumento anterior'esconde um
principio fundamental que deve ser explicitado. Trata-se do azioma da escolha.
Podemos formular este axioma da seguinteanmaneira: Dado um<«onjunto X existe
uma fungdo ex : Z2(X) \ {#} — X tal que, para todo o subconjunto nio vazio
Z de X, se tem ex(Z) € Z. Ou seja, a funcao.ex, que se diz uma funcdo de
escolha para X, “escolhe” um elemento de cada subconjunto nao vazio de X.
Destarte, no argumento acima, fixa-se uma funcao escolha ey para Y e define-se

fx):=ev({y €Y : g(y) = #}).

Exercicio 3. Nao € necessdrio apelariao axioma da escolha para obter uma
fungdo escolha para N. Porqué?

O axioma da|escolha-é-hoje comummente aceite como fazendo parte da
axiomatica da teoriardos conjuntos mas, historicamente, levantou bastantes ob-
jecgoes por.causa do seu caracter nao construtivo. Com efeito, o axioma postula
simplesmente a existéncia~de fungdes escolhas. Como iremos ver mais tarde, o
teorema da comparabilidade das cardinalidades pode demonstrar-se com a ajuda
doraxioma da escolha (de facto, é-lhe equivalente). O teorema diz o seguinte:
Dados conjuntos X/e Y, tem-se X <. Y ou Y <. X.

No que se segue, chamaremos frequentemente a atencgao para resultados cujas
demonstracoes facam uso do axioma da escolha.
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Finitude e infinitude

Dado n um ntmero natural, denota-se por [n] o conjunto {i €/ N:i <n}. Note
que [0] = 0.

Definicao 3. Um conjunto X diz-se finito se existir n € N tal que X =, [n].
Caso contrario, diz-se que X € infinito.

Exercicio 4. Mostre que todo o subconjunto finito de N tem mdzimo.

Comummente, quando consideramos um conjunto finito tomamo-lo da forma
{ag,a1,...,an—1}, para certo n € N.<Sob o entendimento de que nao hé
repetigoes, isto significa que a fungdo k ~» ag é umasbijeccio de [n] para o
conjunto em causa.

Lema 1. Sejam n,m € N e f= [n]— [m] wma injeccdo ndao sobrejectiva. Entdo
m # 0 e existe uma injec¢do de [n] para [m —1].

Demonstragao. Claro que m # 0. Se m —1 ¢ imf nao ha nada a demonstrar.
Caso contrario, tome-se m€ [n] com f(r) = m—1. Dado que f nao é sobrejectiva,
tome-se k € [m] com k ¢.imjf. Faz-se uma troca, definindo g : [n] — [m — 1] da
seguinte forma:

g(z) ;:{ ch@) sex £

sexr=r
E claro que g estad nas condigoes pretendidas. O
Proposicao 5. Sejam n,m € N com m < n. Nao hd injecgoes de [n] para [m)].

Demonstragao. Suponhamos, com vista a um absurdo, que existem nimeros
naturais n,m com m < n e uma funcio injectiva f : [n] — [m]. Pelo principio
do minimo, tome-se ng 0 menor natural com a propriedade acima. Claro que
no # 0. Ora, f|j,,—1) ¢ uma injeccao de [ng — 1] para [m] que nao é sobrejectiva,
pois f(ng — 1) ¢ imf|,—1]. Pelo Lema 1, existe uma injecgao de [ng — 1] em
[m — 1]. Note que m — 1 < ng — 1. Isto contradiz a minimalidade de ny. O

Corolario 1. Para n,m € N tem-se:

(a) m =n se, e somente se, [m] =, [n].
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(b) m <n se, e somente se, [m| <. [n].

A alinea (a) acima permite associar a cada conjunto finito X o unico nimero
natural n cujo conjunto associado [n] é equipotente a X. Chama-se a este n a
cardinalidade de X e escreve-se card(X) = n.

Exercicio 5. Sejan € N e X C [n]. Mostre que X € finito e a sua cardinalidade
€ menor ou igual a n. Conclua que um subconjunto dum conjunto finito ainda
€ finito e de cardinalidade menor ou igual a este.

Exercicio 6. Sejam X e Y conjuntos finitos. Mostre que X UY € finito e
card(XUY) < card(X)+card(Y). No caso particular da X eY serem disjuntos,
mostre que se tem a igualdade. [Sugestao: mostre primeiro o caso particular.]

Exercicio 7. Sejam X e Y conjuntos finitos. Mostre que X XY € finito e
card(X x Y) = card(X) - card(Y). [Sugestao: por indugdo na cardinalidade de
Y./

Exercicio 8. Sejam X eY conjuntos finitos. Mostre que Y € finito e card(¥™)
card(Y)@d(X)  Conclua que se X € finito entido P(X) também ¢ finito e
card(2 (X)) = 2card(X),

Teorema (Principio dos cacifos). Seja X am conjunto finito.e f : X — X
uma fungdo injectiva. Entao f € sobrejectiva.

Demonstragao. Basta ver que, para todo n € N, sempre que f : [n] — [n]
¢ injectiva entao é sobrejectiva. Com efeito, se f nao fosse sobrejectiva, entao
n # 0 e (pelo Lema 1) existiria uma injeccao de [n].em [n — 1], o que contradiz
a proposicao 5. O

Exercicio 9. Seja X um conjunto finito e f+ X — X uma sobrejec¢do. Mostre
que [ € injectiva. [Sugestdo: use a demonstragao da Proposicao 4 e o principio
dos cacifos.]

Um conjunto X diz-se<infinito a Dedekind se existir uma injecgao de X em si
préprio que nao é sobrejectiva. O principio dos cacifos garante que os conjuntos
infinitos a Dedekind sao infinitos. O reciproco também é verdade na presenca
do axioma da escolhaj; como veremos.

Lema 2. SeN <. X entdo X € infinito a Dedekind.

Demonstragao. Seja f : N — X uma funcao injectiva. Defina-se a funcao
g: X — X do seguinte modo:

[ f(n+1) sexeimf com f(n)==x
9(x) { x se x ¢ imf

Esta funcao estd bem definida, é injectiva mas nao é sobrejectiva, visto que

f(0) ¢ img.
O

Conclui-se imediatamente que Z, Q e R sao infinitos a Dedekind.

Proposigao 6. Um conjunto X € infinito se, e somente se, N <, X.
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Demonstragao. J4 vimos que se N <, X entao X ¢ infinito a Dedekind. Logo
¢é infinito. Reciprocamente, suponhamos que X é infinito. Informalmente, o
argumento é simples. Como X # (), tome-se ayp € X. Como X \ {ag} # 0
(visto que X é infinito), tome-se a; € X \ {ap}. Seguidamente toma-se ay €
X \ {ao,a1}. E por ai a fora ... Claramente, a fungdo de N em X dada por
n ~ a, ¢ uma funcao injectiva. O

Note que o argumento acima utiliza o axioma da escolha. A forma rigorosa
de por o argumento é a seguinte. Fixe-se ex uma funcao de escolha para X.
Define-se por recursao completa a funcao f : N — X do seguinte modo:

fn) = ex(X\A{F0),.... f(n = 1)}).
Note-se que f estd bem definida e é injectiva.
Corolario 2. Um conjunto é infinito se, e somentesse, ¢ infinitona. Dedekind.

Exercicio 10. Mostre, sem utilizar o axioma da escolha, que se um conjunto
X € infinito a Dedekind entao N <, X.
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Enumerabilidade

Definicao 4. Um conjunto X diz-se enumeravel ou contavel se € vazio ou existe
uma sobrejeccao de N em X.

Quando se considera um conjunto enumerédvel (ndo vazio), tomamo<lo na
forma {ag,a1,as9,...}. O que isto realmente significa é que a fungao k' ~~ ay, é
uma sobrejeccao de N sobre o conjunto em causa. Note quea lista ag, a1, as, . . .
pode ter repetigoes, pois nao se exige que a funcao seja injectivas

Proposigao 7. A imagem sobrejectiva de um conjunto enumerdvel ainda é
enumerdvel.

Demonstragao. Seja X um conjunte enumeravel e f : X — Y uma funcdo
sobrejectiva. Se X = (), entao Y = (} e, portanto, Y é enumersvel. Se X # (),
entao existe uma funcao sobrejectiva h : N —" X. Claro que f o h é uma
sobrejecgao de N sobre Y. O

Corolario 3. Se X7¢ enumerdvel e Y <. X entdao Y ¢é enumerdvel.

Demonstragao. Supomos Y # (). Como sabemos, se existe uma injeccao de Y
em X entao existe uma sobrejeccao de X em Y. O resultado sai pela proposigao
anterior. O

E claro que'N é enumeravel, o mesmo acontecendo com os conjuntos finitos.
O eonjunto Z também ¢é enumeravel, bastando para tal considerar a enumeragao
0,—1,1,-2,2,—-3,3;.... Em geral, vé-se facilmente que a uniao de dois conjun-
tos enumeraveis € enumeravel.

Proposicao 8 (Cantor). N x N ¢ enumerdvel.

Demonstragao. Pode enumerar-se N x N do seguinte modo:
(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0),(0,3),(1,2),(2,1),(3,0),(0,4), ...

Rigorosamente, mostra-se (ainda que seja um exercicio de alguma delicadeza)
que a fungao de N x N +— N dada por (n,m) ~ 3(n+m)(n+m+1) +n é uma
bijeccao. (A enumeragao acima é dada pela funcao inversa desta bijecgao.) O

Corolario 4. O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis é enumerduvel.
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Demonstragao. Sejam X e Y enumerdveis (ndo vazios). Tomem-se f e g so-
brejecgoes de N sobre X e Y, respectivamente. Claro que (n,m) ~ (f(n), g(m))
é uma sobrejec¢cao de N x N sobre X x Y. Visto que N x N é enumeravel, o
resultado sai imediatamente. O

Pode agora ver-se facilmente que Q também é enumerdvel. Como Z e N7 sdo
enumeraveis, pelo coroldrio anterior, Z x NT ¢é enumerdvel. Ora, (n,m) ~ pres
¢ uma sobrejeccao de Z x NT sobre Q. Logo, Q é enumerdvel. Iremos ver no

inicio do préximo capitulo que R nao é enumeravel.

Proposicao 9. Uma uniao enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerdvel.
Dito de outro modo, se (X,)nen € uma sucessdo de conjuntos enumerdveis,

entio |, cny Xn € enumerdvel.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos supor que todos os
conjuntos X, sao nao vazios. Para cada n € N escolha-se uma-sobrejeccao f,
de N em X,,. Imediatamente, tem-se que (n,m) ~ f,(m) é uma sobrejeccao de
NxNem UJ,cy Xn- O

Exercicio 11. O leitor atento dever ter observado que, mo argumento acima,
se utiliza o axioma da escolha. Fxplicite o seu uso,

Dado um conjunto X, seja Px,(X) o conjunto de todos os subconjun-
tos finitos de X. Nao é dificil de ver que Pqn(N) é enumerdvel. Com efeito,
Zin(N) = U~y P<n(N), onde <, (N) é o conjunto de todos os subconjuntos
de N que nao excedem n elementos. Pela propesicao acima, basta ver que, para
todo n € N, P<,(N) é enumerdvel.. Ora, dado.n € N, a funcdo de N™ para
P<n(N) definida por:

(x1,...,xpn) ~ {21,.. 4,20}

tem como imagem P, (N)\{0}. Como N é enumeravel, conclui-se que Z<,,(N)
é enumeravel.

Um numero real diz-se algébrico se for raiz dum polinémio da forma ag +
a1 X +...+a,X", onde os coeficientes sao nimeros inteiros e a,, # 0. Por exem-
plo, os niimeros racionais sao algébricos, assim como v/2, (14 v/3)? (porqué?).
Também 6 é a tnica (porqué?) rafz real da equagdo X° + X +1 = 0. NB por
um teorema cldssico do, mateméatico noruegués Niels Abel, esta raiz ndo pode
ser_expressa em termos de radicais. Nao é dificil de mostrar que o conjunto
dos nimeros algébricos reais é enumeravel. Com efeito, o conjunto de todos os
polinémios nao nulos de coeficientes inteiros é enumeravel visto que é constituido
pela uniao enumeravel dos conjuntos de tais polinémios dum determinado grau
n, sendo estes por sua vez imagens sobrejectivas de Z™ x (Z \ {0}). Para cada
polinémio nao nulo de coeficientes inteiros, o conjunto das suas raizes reais é
finito e, portanto, enumerdvel. Logo, o conjunto dos nimeros algébricos é uma
uniao enumerdvel de conjuntos enumeraveis. E, portanto, enumeravel.

Definicao 5. Um conjunto diz-se numeravel se for equipotente a N.

Proposigao 10. Um conjunto € enumerdvel se, e somente se, € finito ou nu-
merdvel.

Corolario 5. Se X <. N entdo X € finito ou numerdvel.
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O coroldrio é consequéncia imediata da proposicao e do Corolario 3. A
proposicao tem uma demonstragao imediata desde que se use o axioma da es-
colha. Basta mostrar que se X é enumerdvel e infinito entao X =, N. Como X
é infinito, entao N <. X. Por outro lado, como X é imagem sobrejectiva de N
sai que X <. N. Pelo teorema de Schroder-Bernstein, X =. N. H4, no entanto,
uma demonstragao alternativa que nao usa o axioma da escolha:

Lema 3. Todo o subconjunto infinito de N € numerdvel.

Demonstragao. Seja X C N infinito. Define-se facilmente por recursao uma
fungdo f : N — X tal que f(0) = minX e f(n+1) = min{k € X : f(n) <
k}. Por defini¢do, f(n) < f(n + 1) e daqui sai facilmente que f é injectiva.
Admitamos, com vista a um absurdo, que imf # X. Tome-se m o/ menor
elemento de X que néo estd em imf. Claro que m # min X. Seja r 0 maior
elemento de X menor do que m. Por minimalidade de.m, » = f(n) para algum
n € N. Mas, entdo, f(n+ 1) = min{k € X : r < k} = m, 0 que’é absurdo. O

Lema 4. Todo o conjunto enumerdvel infinito é numerdvel.

Demonstragao. Seja X um conjunto enumeravel infinito e f @ N — X uma
sobrejecgdo. Defina~se I :={n € N:Vm € N (m <m — f(m) # f(n))}. Vamos
ver que f|r é uma bijeccao de I sobre X. Isto demonstra o resultade pois, como
X ¢é infinito, vem que I ¢ infinito e, pela proposigao anterior, infere-se que I é
numeravel. Ergo, X é numerdvel. Claramente, f|; é injectiva. Tome-se agora
x € X. Considere-se o menor nimero natural.n tal que f(n) = . Trivialmente,
nel. O
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A cardinalidade do
continuum

O seguinte argumento de diagonaliza¢ao é famoso:
Proposigao 11. O conjunto {0, 1} ndo é enumerdvel.

Demonstragao. Suponhamos, com vista a im absurdo, que.existe uma so-
brejeccio f de N sobre {0,1}". Considere-se a sucessio d € {0,1}" definida
por: d(n) := 1 — (f(n))(n). Visto que f é sobrejectiva existe ng € N tal que
f(ng) =d. Sai, d(ng) =1 — (f(no))(ng) =1 =d(ng), o que é absurdo. O

Proposigao 12. R =, {0, 1}. Em particular, R néo é enumerdvel.

Demonstragao. Consideresse a'‘fungio z ~ {g’€ Q: ¢ < z}. E muito facil de
ver que esta fungao é uma injeccao de R em #(Q). Logo, R <. Z(Q) =. Z(N),
pois Q =, N. Ora, Z(N) é equipotente ao seu conjunto de fungoes carac-
teristicas {0,1}N. Portanto, R-<. {0,13N. Por outro lado, a correspondéncia

[~ 2];&") é uma_injeccao de {0,1}" em R (de facto, no intervalo real
[0,3]).
O resultado sai pelo teorema de Schroder-Bernstein. O

Da discussao acima, conclui-se que o conjunto dos nimeros reais, também
chamado’de continuum real, ndo é numeravel sendo, de facto, equipotente a
Z(N). O seguinte resultado, também devido a Georg Cantor, generaliza o
teorema 11.

Teorema de Cantor. Para qualquer conjunto X, X #. 2 (X).

Demonstragao. Admitamos, com vista a um absurdo, que existe uma bijecgao
f de X sobre #(X). Considere-se o conjunto Z :={z € X : x ¢ f(x)}. Como
7 € P(X), pela sobrejectividade de f existe zg € X tal que f(z9) = Z. Agora:

xo € f(xg) & xog € Z = 20 & f(20),

0 que é uma contradigao. O

Consequentemente, X <. #(X). Ha, pois, muitos infinitos de cardinalidade
diferente:

10
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N <. Z(N) <. 2(P(N)) <, P(P(P(N))) <e ...

mas, é claro, as cardinalidades nao se esgotam aqui. Por exemplo, sera que
hé cardinalidades estritamente entre N e &?(N)? Por outro lado, em ZFC ha
cardinalidades que se seguem a todas as cardinalidades listadas acima. Um
exemplo é a cardinalidade do conjunto:

P*(N) := NUP(N)U 2(P(N)UP(P(P(N))U...

E isto nao acaba aqui pois, pelo teorema de Cantor, #(#*°(N)) tem cardi-
nalidade superior a Z*°(N), etc, etc.

Terminamos este capitulo com uma generalizacao do teorema de Cantor.
Na demonstragao desta generalizacao usamos a saciedade o axioma da escolha.
Recorde-se que, dada uma familia de conjuntos (Y;);ez, o conjunto J],; Vi é,
por defini¢ao, o conjunto de todas as fungoes ¢ com/dominio I tais que, para
todo i € I, ¢(i) € Y;. Frequentemente, os elementos de (Y;);¢; sao denotados
por (yi)ier, onde ¢ é dada por ¢(i) = y;.

Proposicao 13 (Teorema da cardinalidade de Konig). Dadas famdlias (X;):icr
e (Y;)ier de conjuntos tais que X; <.Y;, para todo i=€l, entdio

Uxi < [
el i€l

Demonstragao. Tome-se (f;);c; uma familia de injecgoes' f; : X; — Y; e uma
familia (y;);ecs tal que y; € Y; \ imf;, para todo i€ I (estas familias existem por
hipétese e pelo axioma da escolha)d Dado z € | ;o X e j € I define-se:

iel
. i(r) sex cX;
9(x,j) ;:{ fj,( ) i
Yj caso contrario

Para cada = € |J;¢; Xi, a familia g(x) : j ~ g(=,j) é um elemento de [[,.; Yi.
Vamos ver que g : \J;c;Xi # [];c; Yi/€ uma injecgdo. Sejam z,7" € |J;c; Xi
com = # z’'. Se existe j.€. I tal que z,2’ € X; entdo, pela injectividade de
£, temse g(z, ) mfil®) £ h(x') = g(,) e, portanto, g(z) # g(z'). Caso
contrério, z_estd nalgum X; e 2’ ¢ X;. Neste caso, g(2',j) = y; ¢ imf; e
g(z,j) =f;(xz) €imf;. Logo; g(z, j) # g(’, j) e, igualmente, g(z) # g(z’).
Mostramos/que {J;c; Xi <c [[;c; ¥i- Suponhamos agora, com vista a um
absurdo, que existe uma bijeccdo h : J;c; Xi = [[;c; Yi- Para cada j € I,
considere-se a funcdo h; : X; — Y; definida por  ~» h(z)(j). Por hipétese,
hj nao é sobrejeetiva (axioma da escolha). Seja entdo (y;)ic; uma familia tal
que y; € Y; \ imh;, para todo ¢ € I (axioma da escolha). Ora, por suposicao,
existe @ € ;. ; Xi tal que h(z) = (y:)icr. Tome-se j € I tal que z € X;. Vem,
y; = h(z)(j) = hj(z) € imh;, o que contradiz a escolha de y;. O

O teorema de Cantor é um corolério do resultado acima. Com efeito, seja X
um conjunto qualquer. Considere-se a familia X; := {i} de conjuntos singulares
(i.e., de um unico elemento), onde o indice ¢ varia em X. Considere-se também
a familia constante Y; := {0,1}, para i € X. Pelo teorema da cardinalidade de
Konig, X = U;ex{i} <c [1;ex{0,1} = {0,1}*. Isto ¢ uma reformulagio do
teorema de Cantor.



Chapter 13

Aritmética cardinal, sem
cardinais...

A nocgao de cardinalidade é uma nogao que exige alguma delicadeza de trata-
mento num desenvolvimento rigoroso em teoria dos“conjuntos. O.que é, em
geral, o cardinal dum conjunto? Que objecto é este? Intuitivamente, o cardinal
dum conjunto é aquilo que é comum a todos 0s conjuntos equipotentes a esse
conjunto. Na pratica matematica, este aquilo que é comum a um objecto sob
uma dada relagao de equivaléncia € a classe de equivaléncia do objecto. Mas tal
pressupoe que a dada relagdo de equivaléncia esteja definida num determinado
conjunto, o que nao é o caso com anocao de equipoténcia. Com efeito, esta
nogao aplica-se a todos os conjuntos e, como veremos mais tarde, nao é possivel
aglomerar todos os conjuntos.num. conjunto.

Desde que se tenham os nimeros naturais, o problema da cardinalidade
dum conjunto finito tem solugao simples: o cardinal de um conjunto finito
X ¢é o (tnico) numero natural n tal que X =, [n]. Para além disto, dada
a importancia dos/conjuntos N e R, adopta-se a terminologia de dizer que os
conjuntos numeraveis tém cardinalidade Ry e que os conjuntos equipotentes ao
continuum tém cardinalidade ¢. A solugao geral para o problema da cardina-
lidade consiste.no desenvolvimento duma teoria geral de ntimeros que estenda
a teoria /dos numeros maturais: os numeros ordinais de von Neumann. Iremos
mais tarde desenvolver esta teoria e, para isso, necessitamos de formular a ax-
iomética da teoria dos conjuntos ZFC (notavelmente o axioma da substitui¢do).
Deixamos esta, tarefa para mais tarde.

No entrementes, a nogao de cardinalidade vai sempre aparecer no contexto
duma asser¢ao de tal modo que, convenientemente reinterpretada, a asser¢gao nao
fala de cardinalidades mas apenas de equipoténcia e nogoes afins. Um exemplo
ilustra este modus operandi. Informalmente, dadas cardinalidades k e p, a car-
dinalidade produto, denotada por & - p, é a cardinalidade do produto cartesiano
A x B, onde A e B tém cardinalidade k e p, respectivamente. Subjacente ao
uso do produto de cardinalidades esta a seguinte nocao de congruéncia:

(a) Se A=, A’ e B=, B’ entdo Ax B=, A’ x B’.

Claro que se tem a seguinte lei: k- p = p- k. Encaramos esta lei como dizendo
o seguinte:

12
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(b) Ax B =, B x A, para quaisquer conjuntos A e B.

Observe-se aquilo que realmente se esta a passar: a lei que diz que o produto
de duas cardinalidades nao depende da ordem dos factores subjaz a propriedade
(a), enquanto que a lei propriamente dita é uma elipse para dizer (b). Neste
entendimento, nao faz sentido falar da cardinalidade de X isoladamente, mas ja
faz sentido dizer (p. ex.) que a cardinalidade dum conjunto X é estritamente
menor que a cardinalidade dum conjunto Y. O discurso sobre cardinalidades
faz sentido no contexto de assercoes (convenientes), ainda que por enquanto nao
faga sentido fora delas. Vamos pois, neste capitulo, interpretar as assergoes sobre
cardinais deste modo eliptico (o que pressupde que se possam interpretar desta
forma). Por exemplo, teorema de Schroder-Bernstein tem a seguinte formulagao:
k<pAp<kK—K=p, para K e p cardinais.

A soma das cardinalidades k e p é a cardinalidade de AU B, onde' A e B
sao conjuntos disjuntos e tém cardinalidades x e p,respectivamente. Note-se
que dados conjuntos A e B é sempre possivel obter conjuntos/disjuntos com as
mesmas cardinalidades (respectivas): p. ex., {0} x A e {1} x B (ao conjunto
({0} x A)U({1} x B) dé-se o nome de unido disjunta de A com B'e denota-se por
AW B). Com estas nogoes de soma e produtos de cardinais é ficil de ver que as
seguintes assercoes sobre cardinalidades se podem jinterpretar do modo eliptico
atras descrito e, quando sujeitas a esta interpretagao, sao sempre verdadeiras:

1. k+0==k
2. k-0=0

1=k

-
=

K2=K-+kK

o

kit (p+p) = (k+p)+p
K+p=p+kK
Ko (p-p)="(-p)-p

K- p="p"K

© ®» N>

Kilp+p) =k pt+r-p
10-k<p=rt+u<pt+up
1. k<p—-r-u<p-p

Por exemplo, a quarta propriedade acima diz que A x {0,1} =. AW A, para
todos os conjuntos A. Também utilizdmos algumas abreviaturas naturais para
omitir paréntesis. A verificagao das propriedades é simples e fica como exercicio.
A cardinalidade x” define-se como a cardinalidade do conjunto AP, onde
A tem cardinalidade k e B tem cardinalidade p. Deste modo, é correcto dizer
que se um conjunto A tem cardinalidade x entdo P(A) tem cardinalidade 2".
Com efeito, isto advém do facto — ja observado — de que P(A) é equipotente ao
conjunto de todas as funcoes caracteristicas de A. O teorema de Cantor pode
enunciar-se assim: para todo o cardinal k, k < 2. O seguinte é vélido:
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12. (K/.p)y’ = gH .pl"

13. KPTH = kP . kM

14. (kP)H = gPH

5. k<pAp#£0—pu < purf

16. Kk < p — kH < pH
para quaisquer cardinalidades &, p e u.

As cardinalidades finitas, assim como a cardinalidade numerével X e a car-

dinalidade do continuo ¢, sao extremamente importantes em matematica. Os
exercicios 5, 6, 7 e 8 mostram que a aritmética cardinal definida atras, quando

restringida a conjuntos finitos, coincide com a aritmética dos niimeros naturais.
Também temos as seguintes propriedades:

Proposigao 14. Abaizo, k é um cardinal e n é um numere natural.
(a) kK <Ny se, e somente se, Im € N(k = m).
(b) ¢ = 2%,
(c) Nog <.
(d) Ro +Ro =Ry e Rg - Ng = Ry.
(e) No+n=Ng e, sen#0, Ry -n=2~y.
(f) c+c=cec-c=c.
(g) c+n=ce sen#0,¢-n=c.
(h) ¢+ Rg=c-Rog=rc.

(i) Se B tem cardinalidade ¢ e A C_B ¢é enumerdvel, entdo B\ A tem cardi-
nalidade c.

Demonstragao. A alinea (a) é uma reformulagdo do Coroldrio 5. (b) é uma
reformulacao do facto'de que R =, {0,1}". (c) sai do facto de que N <, R,
da Proposicao 11 e da‘alinea anterior. Ny - N9 = Ng sai da demonstragao da
Proposicao 8! Por outro lado, Ry < Ng+n < Rg + Ny = 2Ry < Xy - Ry = Ng.
Isto demonstra o resto de (d) e a primeira parte de (e). Para a segunda parte
de (e), note-se que Ry < Vg -n < Vg - Ny = Ry, A segunda parte de (f) sai do
seguinte: ¢ - ¢ = 2%0 . 2% = 9Ro+Ro — 9®o — ¢ A primeira parte de (f) assim
como (g) e.(h) concluem-se agora facilmente.

Resta mostrar a alinea (i). Sem perda de generalidade, podemos supor que
B é R X R. Considere-se a projecgao

P:={zeR:JyecR(x,y) € A}.

Como A é enumeravel, P é enumerdvel. Logo, existe g € R\ P. Seja X
o conjunto {zo} x R. Claro que X tem a cardinalidade do continuum e, por
construgao, X C (R xR)\ A. Logo, B\ A tem pelo menos a cardinalidade ¢. O
resultado sai pelo teorema de Schroder-Bernstein. O
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A dltima alinea da proposicao anterior permite, por exemplo, mostrar que
o conjunto dos nimeros reais transcendentes (i.e., os nimeros reais que nao sao
algébricos) tem cardinalidade c.

Por meio do axioma da escolha podem generalizar-se algumas propriedades
de Ny e ¢ a cardinalidades infinitas arbitrérias (note que a proposi¢ao anterior
nao usa o axioma da escolha). Com efeito, num capitulo subsequente demon-
straremos, com a ajuda do axioma da escolha, a seguinte propriedade impor-
tante:

Proposicao 15 (Lei da absor¢do). Sejam k e p cardinais nao nulos, o sequndo
dos quais infinito. Entdo

KSp—=K+p=K-p=p.

Em particular, se x é um cardinal infinito entao x-k= k. Por outras palavras,
para todo o conjunto infinito X, tem-se X x X =, X. Como j4 discutimos, na
presenca do axioma da escolha, dados cardinais k e p, tem-se kK < p oup < k.
Por isso, na presenga do axioma da escolha, tem sentido falar em max{k,p}.
Claramente, usando a lei da absorcao:

Corolario 6. Sejam k e p cardinais nao nulos, pelo menos um deles infinito.
Entao k + p = k- p = max{k, p}.

Corolédrio 7. Sejam A e B conjuntos, A C B, de cardinalidades x e p re-
spectivamente. Suponhamos que p € infinito. e que kK < pr Entao B\ A tem
cardinalidade p.

Demonstragao. Seja A a cardinalidade de B\ 4. Visto que B é a unido
disjunta de A com B\ A, sai‘que.x + A = p. Claro que ou k ou A é infinito.
Pelo corolério anterior, p =/max{x, A}. Conclui-se que A = p. O

E também possivel definir operacoes infinitarias sobre cardinais. Porém estas
definigoes apenas fazem sentido na presenca do axioma da escolha. Por exemplo,
a soma ) . ;k; de cardinalidades é a cardinalidade de (J;c;({i} x A;), onde
cada A; tem cardinalidade x;.. O axioma da escolha é necessario para mostrar
que se, para todo 1 € I, A; =, B; entao U;c;({i} x Ai) =c U;e; ({7} x By).
O produto de cardinalidades [];.; #: ¢ a cardinalidade do conjunto [];.; 4i,
onde cada A; tem cardinalidade x;. Por exemplo, se k é a cardinalidade do
conjunto I, entao [[,-y2 = 2. Isto é trivial, pois esta igualdade diz literalmente
que {0,1}f =, {0,1}!. O teorema da cardinalidade de Kénig tem a seguinte
reformulacao: se(k;)icr e (N\;)ier sdo familias de nimeros cardinais tais que
Ki <\, para todo i € I, entdao >, ki < [];er M-



