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Chapter 1

Estruturas de
Dedekind-Peano

Defini¢do 1. Uma estrutura de Dedekind-Peano € um triplo (N, S,0) em que
N € um conjunto, S € uma funcdo de N para N e Q<€ um elemento de N de tal
modo que:

1. Vz € N (S(z) #0).
2.Vxe NVye N(S(z)=5(y) - z=y):
3. Para todo o conjunto X C N tem-se
0e X AVz e NzeX— S(z)e X) —» X =N.
A condigao (3) denomina-se de principio de indugéo.

O seguinte teoremay que demonstraremos mais tarde, é essencial para o
desenvolvimento da aritmética:

Teorema (Recursao de Dedekind). Seja (N, S,0) uma estrutura de Dedekind-
Peano, Xoum conjunto, a € X e f : X — X uma fun¢do. FEntao existe
uma (dnica) fungdo h =N — X tal que h(0) = a e, para todo m € N,
h(S(m))= f(h(m)).

Como iremos ver, este teorema permite mostrar que duas quaisquer es-
truturas de Dedekind-Peano sao isomorfas. Nesta conformidade, a menos de
isomorfismo, existe (quanto muito) apenas uma tunica estrutura de Dedekind-
Peano. Também iremos ver que a axiomatica da teoria dos conjuntos permite
mostrar a existéncia de uma estrutura de Dedekind-Peano. A esta tnica (a
menos de isomorfismo) estrutura chamamos a estrutura dos nidmeros naturais
e denotamos o seu dominio por N. Naturalmente, designa-se S(0) por 1, S(1)
por 2, e assim sucessivamente.

Fixe-se n um numero natural. Tomando X = N, a = n e f = S no teo-
rema de recursdo de Dedekind, existe h, : N — N tal que h,(0) = n e, para
todo m € N, h,(S(m)) = S(h,(m)). Que fungdo é esta? Calculemos alguns
valores: h,(0) = n, h,(1) = h,(S(0)) = S(h,(0)) = S(n), hn(2) = h,(S(1)) =
S(hn(1)) = S(S(n)), etc. Intuitivamente, h,(k) é a soma de n com k, i.e.,
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Estruturas de Dedekind-Peano 2

é n+ k. Em vista disto, vamos utilizar o sinal ‘4’ para denotar a fungao de
N x N — N que satisfaz as condigoes:

i.n+0=n,e
ii. n+S(m) = S(n+m).

Note-se que, trivialmente, se tem S(n) = n + 1. Assim, as condigoes acima
também se podem escrever da seguinte maneira:

i.n+0=n,e
i.n+(m+1)=Mm+m)+1.

Proposicao 1 (Lei associativa da adi¢ao). Para todos os nimeros naturais m,
nek,m+(n+k)=(m+n)+k.

Demonstragao. Sejam m e n ndmeros naturais. Vamos demonstrar, por
inducéo em k, que Vk € N(m + (n+ k) = (m +n) + k).

Caso base: Se k =0, entdao m+ (n+0) =m+n = (m+n)+0. Estas duas
igualdades justificam-se por (i) da defini¢do de adicao:

Passo de indugdo: Seja k arbitrdrio e, assumas-se (por hipdtesede indugio)
que m + (n+ k) = (m + n) + k. Entao:

m+(n+(k+1))

ma((n+k)+1)
= (m+(n+k)+1
= ((m+n)+k)+1
(mtn) + (k+1)

Note-se que apenas utilizdmos as propriedades (i) e (ii) da definigdo de adigao
e a hipétese de inducgao. O

Por que razao esta demonstracao € justificada? Porque estamos a utilizar a
terceira propriedaderdas estruturas de Dedekind-Peano! No caso acima, dados
m,n numerosrnaturais, definesse X = {k e N: m+ (n+ k) = (m+n) + k}.
Ora, mostrar que Vk € N(m + (n+ k) = (m +n) + k) é o mesmo que ver que
X = N. Para ver isto basta, de acordo com a terceira propriedade mencionada,
verique 0 € X e que Vk(k € X — k+ 1 € X) é verdadeiro. Ou seja, basta
ver que m 4+ (n +0) = m+n = (m+n)+ 0 (é o caso base acima) e que,
para todo k € N, se m + (n + k) = (m +n) + k (hipétese de indugdo) entao
m+(m+(k+1)) = (m+n)+(k+1) (tese de indugdo). Ora, isto é precisamente
o passo desinducao acima.

Proposigao 2 (Lei do corte para a adigdo). Para quaisquer nimeros naturais
m,n ek, sem+k=n+k entdo m =n.

Demonstragao. A demonstragao é imediata por indugao em k. O

Proposigao 3. Para todo o natural n # 0 tem-se 3'm (m + 1 = n).

Demonstragao. Convém separar a assercao de existéncia da assercao de uni-
cidade. Esta tltima resume-se a mostrar que
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m+l=nAr+l=n—-m=r.

Mas isto é imediato pela segunda propriedade das estruturas de Dedekind-
Peano. A assercdo de existéncia, n # 0 — Im(m + 1 = n) demonstra-se
facilmente por inducao em n. O caso base é trivial. O passo de indugdo nem
sequer utiliza a hipdtese de indugao pois a tese de indugao é claramente ver-
dadeira: n+1#0—3Im(m+1=n+1). O

Exercicio 1. Mostre que, para quaisquer nimeros naturais m e n:
1. 0+m=m.
2. m+1)+n=(m+n)+1.
3. Lei comutativa da adigao: m~+n = n+m (Sugestdo: use a alinea anterior).

De maneira analoga ao caso da adigao, podemos definir — com.a ajuda do
teorema da recursao — a operagao de multiplicagao:

iin-0=0,e
ii. n-(m+1)=(n-m)+n.

Mais concretamente: fixamos n. Considere-se a fungao f;, : N — N definida
por f,(m) = m + n e ponha-se a = 0. Pelo teorema da recurséo, existe uma
unica funcéo h, : N — N tal que h,(0) = 0 e hy(m + 1) = f,.(hn(m)). Se
escrevermos n - m em vez de h,(m) ficamos com as equagoes (i) e (ii) acima.

Proposigao 4. Para todos os naturais n e m, m-m=0—-n=0Vm = 0.

Demonstragao. Admitamos que n # 0.e m # 0. Pela Proposicao 3, existem
naturais [ e r taisque n =141 em =r + 1. Vem:
nm =nS(r) =nr+n=nr+S(1) = Snr+1) #0. O

Proposicao 5 (Lei-distributiva da multiplicacdo em relagdo & adigdo). Para
todos os nimeros maturais m, nekym-(n+k)=m-n+m-k.

Notagao. Observe=se que ndo colocdmos nem m -n nem m -k entre paréntesis
pois, como-€habitual, dd-se precedéncia as multiplicagoes em relacdo as adigoes.

Demonstragao. Sejam m e n numeros naturais. Vamos demonstrar, por
indugdo em k&, que Ve N(m-(n+k)=m-n+m-k).

Caso base: Se k/=0, entaiom-(n+0)=m-n=m-n+0=m-n+m-0.
Todas estas igualdades se justificam por meio das definigoes.

Passo de indugdo: Seja k arbitrdrio e, assuma-se (por hipdtese de indug¢do)
que m - (n+ k) =m-n+m-k. Entao:
m-(n+(k+1) = m-((n+k)+1)
= m-(n+k)+m
= (m-n+m-k)+m
= m-n+(m-k+m)
= m-n+m-(k+1)

onde utilizamos a propriedade associativa da adigao na pentltima igualdade. [
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Exercicio 2. Mostre que, para quaisquer nimeros naturais m,n e k:
1.n-1=n.
2. Lei associativa da multiplicacdo: (m-n)-k=m- (n-k).
3. (n+1)-m=(n-m)+m.

4. Lei comutativa da multiplicagdo: m -n = n - m (Sugestdo: use a alinea
anterior).

Exercicio 3. Defina a operacdo de exponencia¢do numa estrutura de Dedekind-
Peano qualquer e demonstre as propriedades fundamentais desta operacao.

Definicao 2. Para numeros naturais n e m dizemos que n é menor do que m,
e escreve-se n < m se existe um numero natural k # 0 tal que n + k = m.

Exercicio 4. Mostre que, para quaisquer nimeros naturais m,n.e k:
1. m<m+1.
2 m<n+leom<nVm=n.
3. Anti-reflexividade de <: m £ m (Sugestdo: usealei do corte).
4. Transitividade de <: m <nAn <k — m<k.

Proposigao 6 (Tricotomia). Para todos os nimeros naturais m e n ou se
temm < n, oum=mn oun < m. Além disso, 08 casos sdo mutuamente
mcompativeis.

Demonstracao. Fixemos m. Vamos demonstrar que m <nVm=nVn <m
vale para todo o nimero natural n por indugao em n.

Caso base: Este é o caso’'em que n = 0. Neste caso, se m é 0, entdo é claro
que m = n. Por outro lado, se m # 0, entao n < m.

Passo de indugao:'Seja m arbitrario e, assuma-se (por hipdtese de indu¢ao)
quem <nVm=nVn<m. Se m.<n, comon < n-+ 1 sai, por transitividade,
m < n-+1. Sen = mgentdo m < n + 1. Resta ver o caso em que n < m.
Entao, n 4+ (k + 1) =m para certo nimero natural k. Se k =0, sai m =n + 1.
Suponhames que k # 0. Entao m =n+(k+1) = (n+1)+k, donde n+1 < m.

E claro que/os trés casos acima sao mutuamente incompativeis. O

Uma ordém total (estrita) é uma relagdo bindria anti-reflexiva, transitiva e
tricotomica.  Mostramos acima que a relagao < numa estrutura de Dedekind-
Peano é uma relacao de ordem total. A seguinte lei é fundamental:

Proposicao 7 (Lei do corte para a multiplicacdo). Para quaisquer nidmeros
naturais m,n e k comk #0, se m-k =n-k entdo m = n.

Demonstragao. Nas condigoes da hipdtese da proposicao, admitamos que
mk = nk e que m # n. Por tricotomia, sem perda de generalidade podemos
supor que m < n. Tome-se r # 0 tal que n = m+r. Vem mk = nk = (m+r)k =
mk + rk. Logo, pela lei do corte para a adigao, sai rk = 0. Isto contradiz a
Proposigao 4. O

Exercicio 5. Para todos n,m,r € N, sen < m entadon+r < m-+r71 e, caso
rZ0,n-r<m-r.



Chapter 2
Principio do minimo

Dados ntimeros naturais n e m, escrevemos n < m para abreviar a disjungao
n<mvVn=m.

Teorema (Principio do minimo). Seja X um subconjunto ndio vazio de
numeros naturais. Entdo X tem elemento minimoy i.e.; existe n € X tal que,
para todo m € X, n < m.

Demonstragao. Suponhamos que nao, i.e., que X nao tem elemento minimo.
Vamos provar por indugdo em k que, para todo k, se.tem Vm < k(m ¢ X).
Note que este facto implica imediatamente que X = ().

Caso base: Claro que Ym < 0(m ¢ X), pois a condigdo “m < 0” nunca é
verdadeira.

Passo da indugao: Seja k arbitrario e suponhamos, por hipétese de inducao,
que Vm < k(m ¢ X). Ora, nao se pode ter k € X pois, entao, k seria elemento
minimo de X. Logo, Vin <'k+ 1(m ¢ X)), como se queria. O

Proposicao 8 (Principiodaindugao completa). Seja X um conjunto de nimeros
naturais. Suponhamos que para todo o numero natural n se tem a condicdo
(Vm < n(meX)) —n € X (condicao de progressao). Entdo X = N.

Demonstragao. Admitamos, com vista a um absurdo, que X é um subcon-
junte préprig de N. TIsto quer dizer que N\ X é nédo vazio. Pelo principio do
minimo N\ X tem um elemento minimo n. Logo, Ym < n(m € X). Pela
condicao de progressao conclui-se que n € X, o que é absurdo. O

Exercicio 6. Mostre que todo o subconjunto ndo vazio e majorado de N tem
elementormdzimo.



Chapter 3

Teorema da recursao de
Dedekind

Este capitulo é dedicado a demonstracao do teorema da recursao e ao teorema
do isomorfismo de Dedekind. Sejam dados (N, S, 0) uma estrutura de Dedekind-
Peano, X um conjunto, ¢ um elemento de X e f uma funcao de X para X.
Considere-se o seguinte conjunto JF:

F ={h: h é uma funcao parcial de:NV para X, 0 € dom(h), h(0) =a e
Vk € N (S(k) € dom(h) —% &€ dom(h) Ah(S(k)) = f(h(k)))},

onde por uma fungao parcial de N para X simplesmente se entende uma fungao
dum subconjunto de N para X. Sejam h;,ho € F. Argumenta-se por inducao
que, para todo n € N, se ns€ dom(h;) Ndom(hs) entdo hi(n) = ha(n). Se
n =0, entdo hi(n) = a = ha(n). Suponhamos que S(n) € dom(h;) N dom(hs).
Entéo, n € dom(hy) N dom(hz) e, por hipétese de inducao, hi(n) = ha(n). Sai,
h1(S(n)) = f(hi(n)).=f (ha(n)) = ha(S(n)). Do que se discutiu, conclui-se que
h = JF é uma fungao. Note quey.por definigdo, (n,z) € h se, e somente se,
existe h € F tal que (nyx) € h. Vamos ver que h ¢ a funcio que satisfaz os
requisitos da conclusao do teorema de recursao.

Em primeiro lugar, verificamos que dom(h) = N. Mostramos por indugao
que, para todo n € N, n € dom(h). Claro que 0 € dom(h), pois a funcao {(0,a)}
(definida®6 em 0) estéd em F. Suponhamos que n € dom(h). Entédo existe h € F
tal ‘que n € dom(h). E facil de argumentar que h U {(S(n), f(h(n)))} é uma
funcao de F. Daqui sai que S(n) € dom(h).

Por construgao, a funcao (total) h satisfaz as condigoes desejadas. A parte

da unicidade do teorema da recursao argumenta-se facilmente por indugao.

E, por vezes, 1til enunciar o teorema da recursdo numa forma mais geral, na
qual o valor da fungao no sucessor dum dado nimero nao depende apenas do
valor da fungao no nimero mas também do proprio nimero em si:

Corolario 1. Seja (N, S,0) uma estrutura de Dedekind-Peano, X um conjunto,
a € X ef:XxNw— X uma funcdo. Entdo existe uma (tdnica) fungdo
h:N— X tal que h(0) = a e, para todo m € N, h(S(m)) = f(h(m),m).

Demonstragao. Esta versao do teorema da recursao poder-se-ia mostrar de
modo andlogo ao préprio teorema da recursdo. Aqui mostramos que é um
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coroldrio do teorema da recursao. Considere-se a fungao f/: X x N — X x N
definida por f'(z,n) = (f(z,n),S(n)). Pelo teorema da recursdo existe uma
fungdo A’ : N — X x N tal que h'(0) = (a,0) e A'(S(n)) = f'(h'(n)). Note-se
que a fungdo h’ é da forma n ~» (hf(n),h5(n)), onde b} : N — X e hy, : N — N.
Ou seja, h'(n) = (b} (n), hh(n)) para todo n € N. Tem-se pois:

hi(0) =
hy(0) =
hi(S(n )) f(hi(n), h
hy(S(n)) = S(hy(n))
Por inducao, mostra-se facilmente que hQ(n) = para todo n € N. Ei por
definigdo, hf(0) = a e R} (S(n)) = f(hi(n), h4(n )) f(Ri(n),n). Logo a/funcao
h) tem as propriedades desejadas.

A unicidade demonstra-se directamente por indugao. O

2(n))

Exercicio 7. Defina, por recursio, a fun¢ao factorial n ~ n! numa estrutura
de Dedekind-Peano qualquer.

Teorema (Isomorfismo de Dedekind). Sejam (Ni,S1,01) e (Na, S3,02)
duas estruturas de Dedekind-Peano. Entao existe/um isomorfismo entre elas,
i.e., existe uma bijec¢do f : Ny — Na tal que f(01) = O2 €y para todo n € Ny,
f(S1(n)) = Sa(f(n)). Além disso, o isomorfismo € dnico.

Demonstragao. Pelo teorema da recurs@o aplicado & estrutura (Ny,S7,01),
existe uma fungao f : Ny — Ny tal que f(0;) = 02 e, para todo n € Ny,
f(S1(n)) = S2(f(n)). Analogamente; pelo teorema da recursao aplicado agora
a estrutura (Na, Sa,02), existe uma fungdo g : No +— Nj tal que g(02) = 05 e,
para todo m € Na, g(Sy(m))="5;(g(m)). E facil de ver, por inducao em n,
que para todo n € N se tem g(f(n)) = n. Te., go f = idy,. Analogamente,
fog=idy,. Assim, f é uma bijecgao.

A parte da unicidade é consequéncia do teorema da recursio. O

Exercicio 8. (Recursao_completa) Seja n um nimero natural. Define-se [n] :=
{k € N: k < n}..Dado X wm conjunto, uma sequéncia finita de elementos
de X € uma funcdo s : [n] — X. Denota-se por X<N o conjunto de todas as
sequéncids finitas de elementos de X. Tome-se f : X<N — X uma funcdo.
Mostre que existe wma'\(tinica) funcio h : N — X tal que, para todo n € N,

h()= FUR(Q), .. b —1)).

No enunciado acima, a notagao (h(0),...,h(n — 1)) é auto-explanatdria.



Chapter 4

Racionais positivos

Denotamos por NT o conjunto dos ntimeros naturais nao nulos.

Proposicao 9. Considere-se a sequinte relacdo bindria em Nt x NT definida
por (n,m) =~ (k,r) se, e somente se, n-r =k -m. Esta relagao € uma relagao
de equivaléncia e a classe de equivaléncia de (n, m) denota-se por o=

Deixamos a demonstragao desta proposicao como exercicio. Definimos o
conjunto QT dos niimeros racionais positivos como sendo o conjunto N* xNT / ~
das classes de equivaléncia da relagao ~. Distinguimos o seguinte elemento de
Q7: denotamos por 1o+ a classe de equivaléncia %

Exercicio 9. Mostre que 1o+ = {(mym) : m € Nt }.

Em Q' podemos definir as-operacoes de adicao e multiplicacdo da seguinte
forma:

n k nr + km

— =

m. T mr
n k _nk
m r  mr

Estamos a“definir estas operac¢oes em QF & custa das operacoes em NT. Mas,
claro, temos que verificar que as definigoes nao dependem dos representantes.
Mais precisamente, temos que verificar que se (n,m) =~ (n’,m’) e (k,r) = (k',r')
entao (nr + km,mr) = (n'r’ + k'm’,m'r’) e (nk,mr) =~ (n'k’, m'r"). Deixamos
estas verificagbes como exercicios.

Geralmente omitimos o subscrito Q* da expressao 1g-+.

Proposigao 10. As operacoes de adicdo e multiplicacdo em QT sdo comutativas
e associativas, vale a lei do corte para a adicao e, além disso, a multiplicacao
€ distributiva em relacdo a adicao. Tem-se também que 1 € elemento neutro
para a operacio de multiplicacdo e que todo o elemento de QT tem inverso
multiplicativo: Ya € Qt3b € QT (a-b=1).

Demonstragao. As demonstragoes sdo muito simples, reduzindo-se as pro-
priedades dos niimeros naturais. Vamos apenas verificar que todo o elemento
de QT tem inverso multiplicativo, seja dado a = - um elemento arbitrario de

QT. Pondo b = ™ obtém-se o que se quer. O
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E facil de ver que o inverso multiplicativo dum elemento é tinico. O inverso
multiplicativo de a denota-se por a~' ou, um pouco abusivamente, por %

Exercicio 10. Mostre que em QV se tem a lei do corte para a multiplicagdo,
i.e., para todos a,b,c € Qt, ac = bc — a = b.

Definicao 3. Dados elementos a e b de QF, dizemos que a < b se existe c € QT
tal que a + c = b.

Proposicao 11. A relacio < em QF € uma ordem total.

Demonstracgao. Mostra-se facilmente o seguinte. Dados n,m,[,r € Nt, ¢ =2

m
eb= %, tem-se que a < b se, e somente se, n-r <[ -m. A totalidade da/ordem
é uma consequéncia imediata deste facto. O

Exercicio 11. Dados a,b,c € Qt com a < b mostre que a-+c < b+-c e a-c <b-c.
Exercicio 12. Dados a,b € QT com a < b, mostre que b= < a™'.

A seguinte injecgao explica por que razao podemos considerar os numeros
naturais nao nulos como elementos de Q7.

Proposigao 12. A funcio j : N* — Q7 definida por j(n) := % é injectiva e
verifica as sequintes propriedades: j(1) =1, j(m+m) = j(n)+4(m), j(n-m) =
i(n)-j(m) en <m — j(n) <j(m).



Chapter 5

A insuficiéncia dos numeros
racionails

Em 1817 Bernard Bolzano propos-se demonstrar — sem fazer apelo a intuigoes
geométricas — que toda a fungao continua, real de varidvel real, que toma dois
valores entao toma todos os valores intermédios. Trata-se de um aconteci-
mento importante na Histéria da Matematica pois; para conseguir.obter uma tal
demonstracao, é mister que se articulem logicamente conceitos que, até entao,
se tomavam como fundamentados em intuigoes geométricas ou mecanicas (p.
ex., a continuidade). Na sua demonstracdo, Bolzano utiliza uma propriedade
que falha em Q. Trata-se do principio do supremo, qué vamos discutir adiante.
Nesta medida, os nimeros racionais — ainda que satisfazendo a propriedade da
densidade (entre dois racionais~hd sempre um nimero racional) — s@o insufi-
cientes para dar conta duma propriedade fundamental que decorre da nogao
intuitiva do continuum da recta. Para ilustrar esta insuficiéncia, torna-se con-
veniente trabalhar com os ntimeros racionais — positivos, negativos e zero — e
nao apenas com 0s positivos. E o que faremos de seguida, assumindo como
garantidas algumas propriedades elementares dos nimeros racionais (como ve-
remos no Capitulo 7; nao é dificil introduzir o conjunto Q dos racionais a partir
de QT e demonstrar essas propriedades).

Bolzano foi a primeira pessoa a definir rigorosamente a nocao de continuidade.
Vamos relembrar esta definicdo no contexto das funcoes de Q para Q. Uma
fungdo f : Qi— Q diz-se continua no ponto a, a € Q, se

Ve e QT30€ QTVz € Q(Jz —a| <0 — |f(2) — f(a)|] < &).
Exercicio 13. Mostre que a funcio f : Q — Q definida por f(z) = 22 €

continua-em todos os pontos.
Exercicio 14. Mostre que a func¢io f : QT — Q7T definida por f(x) = 271 ¢
continua em todos os pontos.

Exercicio 15. Suponha que a funcdo f: Q — Q € continua no ponto a. Sejam
a,b € Q tais que f(a) < b. Mostre que existe ¢ € Qt tal que, para todo c € Q
com |c—al <e, f(c) <b.

O valor da funcdo z ~» 22 no ponto 1 é 1 e no ponto 2 é 4. Porém, a

funcdo nao toma o valor 2, i.e., ndio existe um nimero racional b tal que b? = 2.

10
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Este resultado ja era conhecido dos Pitagoricos, os quais se surpreenderam com
o facto da hipotenusa de um triangulo rectangulo isésceles ser incomensuravel
com os catetos.

Proposicao 13. A equagdo x> = 2 ndo tem solucdo racional.

Demonstragao. Suponhamos, com vista a um absurdo, que existe um par
m,n € Nt tal que m? = 2n2. Tome-se um par m,n € N nas condicdes acima
tal que o valor m + n é minimo. Note-se que n < m e que m < 2n. Facilmente
se vé que o par 2n — m,m — n também satisfaz a igualdade acima. Como a
soma destes dois valores é n, isto contradiz a condi¢ao de minimalidade do par
m,n. [

O facto da curva y = 22 ndo intersectar o eixo racional de cota 2, ainda que

intersecte os eixos de cota 1 e 4, ilustra a insuficiéncia dos niimeros racionais
para modelar a nogao intuitiva de continuo.

Definicao 4. Diz-se que uma ordem total satisfaz o principio do supremo se
todo o seu subconjunto ndao vazio e magjorado tem supremo.

Vamos recordar alguns dos conceitos presentes nasdefini¢do acima. Dado um
conjunto X, munido duma ordem parcial <, e dado Y C X, diz-se que m € X
é um majorante de Y se Yy € Y (y < m). Diz-se que Y € majorado se tiver
majorantes. Se o conjunto dos majorantes de Y tem elemento minimo, a este
elemento chama-se o supremo de Y, e denota-se por sup(Y). Numa férmula:

sup(Y) := min{m €X : m é majorante de Y'}.

Exercicio 16. Considere-se X_um conjunto munido duma ordem parcial <.
Tome-se Y C X.

(a) Mostre que se Y tem mdxzimo entdo tem supremo (que € o mdzimo de'Y ).
(b) Dé um exemplo dum subconjunto’de Qt sem mdzimo mas com supremo.

Exercicio 17. Considere-se X um conjunto munido duma ordem parcial <.
Tomem-se Y, Z C X e suponha-se que Yy € Y3z € Z(y < z). Mostre que se
supY e sup Z emistem,ventdo’supY < sup Z.

No préximo capitulo vamos construir os ntiimeros reais positivos RT. Termi-
namos este capitulo mostrando rigorosamente que em QT nao vale o principio
do supremo." Seja Y := {a € Q' : a®> < 2}. Este conjunto é majorado mas
nao tem supremo. Com efeito, admitamos por absurdo que Y tem supremo
m. Poder-se-4 dar o caso de m? < 2? Neste caso, por continuidade da funcao
x ~ % no'ponto m, existiria a € Y tal que m < a (veja-se o exercicio 15), o que
contradiria o facto de m ser majorante de Y. Poder-se-4 dar o caso de 2 < m??
Novamente por continuidade da funcdo x ~» z2 no ponto m, haveria a € Qt
tal que a ¢ Y e a < m. Mas, entdo, concluir-se-ia que a seria um majorante
de Y, contradizendo o facto de m ser o minimo de tais majorantes. Resta a
alternativa m? = 2 que, como vimos, é impossivel.



Chapter 6

Cortes de Dedekind

Dado um conjunto A munido duma ordem total <, diz-se que' um subconjunto
X de A é um segmento inicial de A se, sempre que a,b € Acom a <bebe X
entao a € X.

Definicao 5. Um corte inferior de Dedekind em Q% ou, simplesmente, um
corte de Dedekind, é um segmento inicial de QV| ndo vazio, majorado e sem
mdximo. Designa-se por RT o conjunto dos cortes de Dedekind.

Um corte de Dedekind diz-se racionalse é da forma {c € Q% : ¢ < a}, para
certo a € QT. Denotamos este corte de'Dedekind por ag# ou, quando nio ha
confusdo, simplesmente usamos também a. Case o corte de Dedekind nao seja
desta forma, dizemos que se tratadum corte irracional.

Exercicio 18. Mostre que wm corte de Dedekind X ¢ irracional se, e somente
se, X ndo tem supremo em/ Q7.

Pelo discutido no capitulo anterior, o conjunto {c € Q% : ¢* < 2} é um corte
de Dedekind irracional (denotada, por vezes, por V2).

Exercicio 19. Seja X< um segmento inicial de QT, ndo vazio e majorado.
Denota se porX o proprio conjunto X se este ndo tiver ma:mmo caso contrdrio,
X éo conjunto. X sem_o seu’elemento mdrimo. Mostre que X é um corte de
Dedekind.

Exercicio 20. Seja X um corte de Dedekind.
1. Sea e Qt\X ea<b, entiobe QT \ X.

2..Mostre que o conjunto Y :={a"':a € QT \ X} é um segmento inicial de
Q*, ndo vazio e majorado.

3. Admita que o corte X € irracional. Mostre que Y € um corte de Dedekind.

Proposicao 14. Dados X e Y cortes de Dedekind, diz-se que X <Y se X €
um subconjunto proprio de Y. A relagdo de < é uma relagao de ordem total
entre cortes de Dedekind.

Demonstragao. Claramente < ¢é anti-reflexiva e transitiva. Resta ver que é
tricotéomica. Sejam X e Y cortes de Dedekind distintos. Sem perda de general-
idade, seja a € X \'Y. Vamos ver que Y C X, o que demonstra o pretendido.

12
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Tome-se c € Y. Vistoquea ¢ Y e que Y é um corte de Dedekind, conclui-se que
nao se tem a < c¢. Logo ¢ < a. Por sua vez, como X é um corte de Dedekind,
conclui-se c € X. O

Proposicao 15. O conjunto dos cortes de Dedekind munido da ordem < satis-
faz o principio do supremo.

Demonstragao. Seja C um conjunto majorado de cortes de Dedekind. Vamos
ver que |JC := {a € QT : 3X € C(a € X)} é um corte de Dedekind. E claro
que | JC é um segmento inicial de QT que nao tem maximo. Por hipétese, existe
um corte de Dedekind Z tal que, para todo X € C se tem X C Z. Tome=se
beQt\ Z. E claro que todos os elementos de | JC sdo majorados por ¢

O facto de | JC ser o supremo de C é imediato. O

Exercicio 21. Um subconjunto C de Rt diz-se afastado de zero se.existe [ €@ RT
tal que, para todo X € C, I < X. Mostre que todo o conjunto, nao vazio,
afastado de zero tem infimo.

A teoria da ordem dos cortes de Dedekind é muito simples, como vimos. A
aritmetizacdo de RT e a sua relacdo com a ordem.requerem, por outro lado,
algum trabalho.

Proposigao 16. Sejam X e Y cortes de Dedekind.. Definem-se:

X+Y:={a+bfaeX ebeY}
X -Y:={atb:ace X ebeY}
FEntao X +Y e X -Y sao cortes de Dedekind.

Demonstragao. E facil mostrar que X +Y e X - Y sao conjuntos nao vazios,
majorados e sem maximo. Vamos ver que X +Y é um segmento inicial de Q.
Sejam a € X, b€ Y ec < a+b. Pretendemos ver que ¢ € X + Y. Dividimos
em dois casos. Em primeiro lugar, supomos que ¢ € X. Tome-se ¢ € QT com
e<ceecYY. Vem c =¢ +e para certo ¢ € QF. Ora, ¢ < ¢, donde ¢’ € X.
Sai c € X +Y. Agora estudamos o caso em que ¢ ¢ X. Como a € X, vem
a < c Sejadcoma+d=c/Ora,a+d=c< a+be, portanto, d < b. Sai
dcY. Logo, c=a+dc X +Y. Resta ver que X -Y é segmento inicial de Q.
Sejam a € X, bcY ec<a-b. Ora,c=a-(c-a”!)<a-b. Logo,c-a=! <be,
portanto, c-la~' €Y. Logoc€ X - Y. O

Necessitamosagora do seguinte resultado. Intuitivamente, o resultado afirma
que ha elementos nos cortes de Dedekind e fora destes tao préximos quanto se
queira:

Lema 1. Sejam X um corte de Dedekind e € € Qt. Entdo evistem a € X ¢
beQt\ X tais que b < a+e.

Demonstragao. Dados X e ¢ nas condicoes do lema, tome-se m € NT tal que
% <e€e % € X. Considere-se o conjunto dos nimeros naturais positivos k tais
que % ¢ X. Como X é majorado, este conjunto é ndo vazio e, consequente-
mente, tem elemento minimo kg. Claro que kg = r + 1, para certo r € NT.

Tomamos a = = e b = EL, O
m m
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Exercicio 22. Mostre que V22 =2.
Estamos em condigoes de relacionar a ordem com a aritmética:

Proposicao 17. Sejam X e Y cortes de Dedekind. Entao
X<Y & 3IZeRN(X+Z=Y).

Demonstragao. Suponhamos que X + Z = Y. Claramente, X C Y. Resta
mostrar que Y \ X # (. Tome-se ¢ € Z. Pelo Lema 1, existem b € X e
ceQt\ X taisquec<b+e. Vemqueb+ee€ X +Z =Y. Porém, b+e ¢ X.

Argumentemos a direc¢do contraria. Suponhamos que X < Y. Considere-se
o conjunto W :={a € Q" : Ve € X (c+a €Y)}. Este conjunto é um segmento
inicial de QT, nao vazio e majorado. Tome-se Z o corte de Dedekind W (ver
exercicio acima). E ébvio que X + Z C Y. Tome-se agora b € Y, com vista a
mostrar que b € X + Z. Dividimos em dois casos: b'€ X ou b & X Deixamos
o primeiro caso ao leitor. Assuma-se, pois, que b € Y\ X. Tome-se b’ € Y com
b <V esejace QT tal que b’ = b+e. Pelo Lema 1, existem d € X e e € QF \.X
tais que e < d+e. Comod e X eb¢ X, vem d < b. Entdo existe a € QF tal
que b = d+ a. Para terminar com a demonstragao basta argumentar que a € Z.
Para ver isto, tome-se ¢ € X. Vem:

c+a<et+a<(d+e)t+a=(d+a)+é=btec=bc¥

Logo, a € W. Como b’ nao é miximo de Y, conclui-se facilmente que a nao é
maximo de W. Logo, a € Z. O

Proposicao 18. As operacoes de adicdo e multiplica¢Go em RT sdo comutativas
e associativas, vale a lei do corte para a adicao e, além disso, a multiplica¢dao
€ distributiva em relagao a adicao. Tem-se também que g+ € elemento neutro
para a operacio de multiplicacdo e que todo o elemento de RT tem inverso
multiplicativo.

Demonstragao. /A verificacao dasspropriedades comutativas e associativas é
imediata. A lei do corte para a adi¢do é consequéncia da Proposicao 17. Com
efeito, suponhamos que X # Y], com vista a mostrar que X + Z #Y + Z (onde
X, Y e Z'sao cortes de Dedekind). Sem perda de generalidade, X < Y. Pela
Proposi¢ao 17,/existe um corte de Dedekind W tal que ¥ = X + W. Pelas
associatividade e comutatividade da adi¢do sai Y + 2 = (X + Z) + W. Usando
mais uma vez a Proposigao 17, conclui-se que X + Z < Y + Z e, portanto,
X+Z+£Y +2Z.

Vamos agora estudar a propriedade distributiva. Sejam X,Y e Z cortes de
Dedekind. E 6ébvio que X - (Y + Z) C (X -Y) + (X - Z). A inclusdo contréria
vé-se do seguinte modo. Tome-se um elemento arbitrario d de (X -Y) + (X - Z).
Necessariamente d = ab + a’c, com a,a’ € X, b€ Y e c € Z. Sem perda de
generalidade, a’ < a. Logo d < ab+ac =ab+¢) € X - (Y + Z). Como
X - (Y 4+ Z) é um segmento inicial, said € X - (Y + Z).

Deixa-se como exercicio mostrar que 1+ é elemento neutro para a multi-
plicacdo. Finalmente, vamos ver que todo o elemento de RT tem inverso mul-
tiplicativo. Seja X um corte de Dedekind. Se X é racional da forma ag+, com
a € QT, entdo é facil de ver que X-Y = 1p+, com Y := (a~!)g+. Consideremos,
pois, o caso em que X é um corte irracional. Tome-se Y := {a™!:a € Q" \ X}.
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Sabemos que Y é um corte de Dedekind e, claramente, X -Y C 1p+ (sea € X e
b¢ X vem a < b e, portanto, ab~! < 1). Tem-se mais trabalho em mostrar que
lg+ € X - Y. Com vista a isto, seja dado ¢ € 1y+, i.e., seja dado um racional
positivo ¢ tal que ¢ < 1. Queremos encontrar a € X e b € QT \ X tais que
c < ab™!. Fixe-se ag € X. Seja d € Q tal que 1 = ¢+ § e tome-se € := ¢~ 'dag.
Pelo Lema 1, existem elementos a € X e b € QT \ X tais que b < a + ¢. E
claro que podemos supor que ag < a. Vamos ver que cb < a, o que mostra o
pretendido. Ora:

cb<cla+e€)=ca+ce=ca+dag <ca+da=(c+d)a=a. O

Exercicio 23. Mostre que em R se tem a lei do corte para a multiplicacdo.

Exercicio 24. Sejam X,Y e Z cortes de Dedekind com X <Y . Entio X+7Z <
Y+ZeX - Z<Y Z.

A seguinte injecgao explica por que razao podemos considerar os numeros
racionais positivos como elementos de R*.

Proposigao 19. A funcio j : QT — RT definida por j(a) :=agr+ € injectiva
e verifica as sequintes propriedades: j(1) =1, j(a+b) = j(a) + 4(b), j(a™ b) =
Jj(a)-j(b) ea <b—j(a) <jb).



Chapter 7

Numeros reais

Tendo introduzido os nimeros reais positivos através des cortes de Dedekind,
vamos neste capitulo definir todos os reais. A forma como o vamos fazer também
se poderia aplicar para definir os inteiros Z a partir dos naturais positivos N*,
ou para definir os racionais Q a partir dos racionais positivos Q.

Proposicao 20. Considere-se a relacdo bindria em RT x RY definida por
(X,Y) ~ (W,Z) se, e somente se, X + Z = W +Y. Esta relagio é uma
relagao de equivaléncia.

Demonstragao. Deixamos as propriedades reflexiva e simétrica como exercicio.
Para demonstrar a propriedade transitiva, admita-se que (X,Y) ~ (W,Z) e
(W,Z) ~ (U, V). Entao, X + Z =W +Y e W + V. =U + Z. Somando ambos
os membros de cada equacgao ficamos com X + Z+W +V =W +Y +U + Z.
Utilizando a propriedade comutativa e a lei do corte podemos concluir que
X+V=U+Y, ie, (X,Y)~ (UV). O

O conjunto R dos miimeros reais é, por definigdao, o conjunto RT x Rt/ ~
das classes de equivaléncia da relagdo~. A classe dum par (X,Y), com X e
Y cortes de Dedekind, denota-se por [(X,Y)]. ou, simplesmente, por [(X,Y)].
Intuitivamente, [(X3Y)] representa o nimero real X — Y. Distinguimos dois
elementos em:R: o elemento Og := [(1,1)] e o elemento 1g := [(2,1)].

Exercicio 25. Mostre que Or = {(X, X) : X € R*}. Determine o conjunto 1g.
Em R podemos definimos as operagoes de adigao e multiplicagao assim:
(X, Y)[lW, 2)] := (X + WY + Z)] e,
(X, V)] (W, 2):=[(XW+YZ,XZ+YW)].

Observe-se que estamos a definir estas operagoes em R a custa das operagoes
em R*. Claro que temos que verificar que as receitas acima definem, de facto,
operagoes em R. Mais precisamente, temos que verificar que se (X,Y) ~
(X,Y)e (W, Z) ~ (W', Z) entao (X + W)Y +2) ~ (X '+ W' Y' +7) e
(XWHYZXZ+YW) ~ (X'W' +Y'Z',X'Z' +Y'W'). Vamos verificar o
caso da multiplicagdo (o caso da adigdo é muito simples). Para este caso, fa-
cilita mostrar que (XW +YZ, XZ+YW) ~ (X'W+Y'Z, X'Z+Y'W) e que
X'W+Y'Z,X'Z+Y'W)~(X'Z'+Y'Z, X' Z'+ Y'W'). Por transitividade,
conclui-se o pretendido. Ora,

16
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XWHYZ+ X' Z+Y'W=W(X+Y')+Z(Y +X') e,
XWHY'Z+XZ+YW=W(X'+Y)+ Z(Y' + X).

Como, por hipétese, X + Y’ = X’ +Y sai a primeira equivaléncia. A outra
equivaléncia é analoga.

Para tornar a notacao mais simples vamos, a partir de agora, omitir por
vezes o subscrito R dos elementos Or e 1g. Pelo contexto sera claro de que 0 ou
1 se trata.

Proposigao 21. O conjunto R com os elementos 0 e 1, munido das operagoes
de adicao e multiplicagao, ¢ um corpo, i.e.:

LYryz (@) + 2= o+ (y +2).
Vo (r4+0=1).

. Vz Iy (z+y=0).

Yo,y (e 4y =y + o).

Yoy z(z-(y-2) = (z-y) - 2).

Vo (z-1=ux).
Vr,y(r-y=y-x).

Vr,y,z (- (y+z2)=x-y+a-2).
0+#1

Yz (@ #0—3y(z-y 1))

© ™ RN D ;B L e

~
S

Demonstragao. As demonstracoes sao simples e deixamo-las como exercicios.
Vamos apenas verificar.(3), (6) e (10)./ Seja dado z = [(X,Y)] um elemento
arbitrario de R. E/claro que [(X,¥)} [(V, X)] = [(X + Y, Y + X)] = [(0,0)] =
Or. Quanto a (6), dado # = [(X,Y)], note-se que -1 = [(X,Y)]-[(2,1)] =
[(2X +Y,X +2Y)] = [(X,Y)] = . Vamos agora verificar (10). Suponhamos
que z =(X,Y)], * % 0r. Entao, ou X <Y ouY < X. Suponhamos que
se tem ¢ primeiro caso, (0 segundo é similar). Neste caso, existe um corte de
Dedekind Z tal que ¥..= X + Z. Tome-se um corte de Dedekind W tal que
ZW =1 e defina-se y := [(1, W +1)] Nao é dificil de verificar que z-y = 1. O

Dadas as propriedades acima, podemos, de ora em diante, utilizar todas as
definigoes e propriedades da teoria dos corpos. Por exemplo, todo x € R tem um
Gnico elemento simétrico, que se denota por —z. Igualmente, dados z,y € R,
y — x denota o real y + (—x).

De seguida vamos introduzir a ordem nos nimeros reais. Sejam X e Y cortes
de Dedekind. O numero real [(X,Y)] diz-se positivo se Y < X. Deixa-se ao
cuidado verificar a correccao desta definigao. O seguinte lema é util:

Lema 2. Tém-se as sequintes propriedades:
a. Or nao é um numero real positivo.

b. Se x € um real ndo nulo, entdo ou x € positivo ou —x € positivo.
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c. Se x ey sdo reais positivos, entdo também o sdo r +y e x - y.

Demonstragao. A primeira alinea é imediata e a segunda decorre da ob-
servacao de que —[(X,Y)] = [(Y, X)] (e da tricotomia entre cortes de Dedekind).
Admitamos que z = [(X,Y)] e y = [(W, Z)] sdo ntumeros reais positivos. Vé-
se facilmente que = + y também é positivo. Estudemos a multiplicagdo. Por
hipétese, Y < X e Z < W. Pela Proposicio 17, existem U,V € R* tais que
X=Y4+UeW=Z+V. Observese que -y =[(XW+YZ XZ+YW)]e
que:

XWHYZ=(Y +U)Z+V)+YZ=YZ+YV+UZ+UV+YZe
XZAYW =Y +U)Z+Y(Z+V)=YZ+UZ+YZ+YV.

Usando a Proposicao 17, sai imediatamente que XZ + YW < XW +YZ, i.e.,
que o nmero real x -y é positivo. ]

Proposicao 22. Diz-se que o numero real x é menor do que o numero real.y
(escreve-se x < y) se y —x é um nidmero real positivo. A relagio bindria <
entre numeros reais € uma relacdo de ordem total e, além disso, tem as sequintes
propriedades:

11. Vo,y,z(y< z —x+y <z+2).
12. Vo y,2(y < 2z A0 < & — 2y < 22).

Demonstracgao. O facto da relacao bindria ser uma ordem total sai imediata-
mente do lema anterior: (a) justifica a anti-reflexividade; (c) a transitividade
e (b) a tricotomia. A primeira~alinea acima ¢é trivial enquanto que a outra é
consequéncia de (c). O

Um corpo munido duma ordem total que verifique as propriedades (11) e
(12) denomina-se de-corpo ordenado.

Exercicio 26. Mostre que num corpo ordenado se tém as sequintes propriedades:
I.2#0—0<2?e0<1.
2.0z Ny <0—=2y<0 e z2<0Ay<0—=0<uzxy.
B0<rs0<az Ve z<0—a!<0.
4. 0<x<y—=y <zl

Teorema 1 (Numeros reais). O corpo ordenado dos reais satisfaz o principio
do supremo.

Demonstragao. Verifica-se facilmente que a funcdo k¥ : R +— R dada por
X ~ [(X 4+ 1,1)] preserva a ordem. Além disso, a imagem de k ¢é constituida
exactamente pelos nimeros reais positivos. Assim, k£ é um isomorfismo de ordem
entre Rt e os reais positivos. Note-se que os restantes reais ou sdo o elemento
Ogr ou sao menores do que Og (os denominados reais negativos).

Se S é um conjunto de reais positivos, o supremo existe por causa do isomor-
fismo de ordem k e da Proposicao 15. Se S tem nimeros reais positivos, este
caso reduz-se facilmente ao anterior. Se S nfdo tem ntmeros positivos tem-se
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um de dois casos. Ou Og é o supremo de S, ou ndo. No segundo caso, é facil
de ver que o conjunto {—z : x € S} tem apenas nimeros reais positivos e que
a sua imagem por k estd afastada de zero. Logo, pelo exercicio 21 esta imagem
tem infimo. Assim, {—z : # € S} também tem infimo, digamos u. E facil de
verificar que —u é o supremo de S. O

O seguinte exercicio permite ver R™ como subconjunto de R:

Exercicio 27. Mostre que a funcao k definida na demonstracao do teorema
anterior verifica as sequintes propriedades: k(1) =1, k(n +m) = k(n) + k(m)
e k(n-m)=k(n)-k(m).

Terminamos este capitulo com a demonstracao do teorema do valor in-
termédio de Bolzano. Recorde-se que uma fungao real f definida no intervalo
real fechado [0, 1] é continua em todos os pontos se

Va € [0,1]Ve e RY36 € R*Vx € [0,1] (| —a| < § =|f(2) — fla)] < ¢).

Teorema 2 (Valor intermédio). Toda a fungdo continua f :[0,1] — R tal-que
f(0) <0 e f(1) > 0 tem um valor em que se anula.

Demonstracgdo. Considere-se X := {z € [0,1] :/f(z) < 0}. Este conjunto é
nao vazio e majorado. Logo, tem supremo a. Se f(a) < 0 entdo.a < 1 e, pela
continuidade de f em a, tem-se f(x) < 0 numa vizinhanca de a. Em particular,
f(z) < 0 para valores « com = > a. Isto contradiz o facto de a ser majorante de
X. Se f(a) > 0 entdo 0 < a e, pela continuidade de f em a, ter-se-ia também
f(x) > 0 numa vizinhanga de a. Daqui conclui~se qué a nao é o minimo dos
majorantes de X. Portanto, f(a) = 0. O

Exercicio 28. Seja (x,)ncy uma sucessao creséente (i.e., n < m — Xy < Tpy)
e majorada de nimeros reais. Mostre que o conjunto {x, : n € N} tem supremo
e a sucessio (Tp)neN CONVETge Para esse supremo.

Exercicio 29. Séja ([an, bn])nen-uma sucessao de intervalos encaixados de
nimeros reais (i.e., [an4d,bn+1] C [an, by] para todon € N). Seja a = sup,, ¢y an
e b = inf,enb,. Mostre que a < b e que (), cylan, bn] = [a,b]. Mostre que se
lim,, (b, —@a,) =0, entdo a intersec¢io dos intervalos encairados reduz-se a um

ponto (este € o.chamado Principio do Encaixe).
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A unicidade dos numeros
reais

Em teoria dos corpos, dado n € N e z um elemento dum corpo K podemos
considerar informalmente o elemento

r+r+...+x
N— ———

n vezes

do corpo K, denotado provisoriamente por ne x (convenciona-se que O ex é O,
o elemento zero do corpo). Rigorosamente, fixa-se  um elemento do corpo em
causa e efectua-se uma definicdo por recursdo em que, no teorema da recursao
de Dedekind, X é K, f : X — X estd definida por f(w) = w+2z e a é 0. Fica,
pois:

i. Dex = 0.
ii. (n+1)ex=(nex)+x.

Exercicio 30. Dado um corpo K e x € K mostre que, para todos n,m € N, se
tem (m+n)ex=(mex)+ (nex) equeme(nex)=(m-n)ec.

A funcao (n,ax) ~».me znfo é uma operagido do corpo, visto que n ndo tem
que ser elemento do corpo em questao. As propriedades do exercicio acima nao
se podem, com correc¢do, denominar de propriedades distributiva e associativa.
O mesmo se passa com as seguintes propriedades:

Exercicio 31. Dados x,y elementos dum corpo mostre que, para todo n € N,
setemne (x+y)=(Mnex)+(ney)ene(r-y)=(nex)- y.
A correspondéncia e generaliza-se facilmente aos niimeros inteiros negativos:

se n é um inteiro negativo, define-se n e x como sendo —((—n) e x).

Exercicio 32. Mostre que num corpo ordenado K se tem, para todo o n € NT,
O <nelg.

O exercicio acima mostra, em particular, que nelg # O paran € NT. Um
corpo K nestas condigoes diz-se que tem caracteristica zero (é esta a infeliz ter-
minologia em vigor — ha quem, com mais propriedade, diga que a caracteristica
é infinita). Mostramos, pois, que todo o corpo ordenado tem caracteristica zero.

20
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Em corpos K de caracteristica zero, podemos mesmo estender a corre-
spondéncia e a todos os nimeros racionais. Dado um ntmero racional -
(n € Z, m € N*) e um elemento € K, denotamos por - ez o elemento
(nex)(melg)!. De ora em diante escrevemos simplesmente 2z. Deixamos

como exercicio mostrar que esta operagao estd bem definida.

Proposicao 23. Seja K wm corpo de caracteristica zero. Entao a funcao de Q
para K dada por - ~ =1k é um monomorfismo de corpos.

A demonstracdo é simples. Observe que esta proposi¢ido permite ver o corpo
Q como subcorpo — de facto o mais pequeno subcorpo — dum corpo K de
caracteristica zero (diz-se que Q é o corpo primo de K). Aos elementos.de K
da forma 1k, comn € Z em € N+, chamamos os racionais de K. Também
se denotam estes elementos por *.

Defini¢ao (Propriedade Arquimediana). Um corpo.ordenado K. diz-se Ar-
quimediano se, para todo x € K, existe m € N tal que x < m.

Proposigao 24. Todo o corpo ordenado que satisfaz o principio do supremo €
Arquimediano.

Demonstragao. Seja K um corpo nas condicoes da proposicao. . Vamos ver
que se x é majorante de N* entdo z — 1 também o é. Com efeito, se x — 1 nio
¢ majorante de NT, entdo existe n € NT tal que #~1 < n. Sai, x <n+1o
que mostra que = também nio é majorante de NT. Desta discussio conclui-se
que se NT é majorado entdo nao tem supremo. Como K satisfaz o principio do
supremo, conclui-se que N nao é majorado.

Seja agora z € K. Entao z nao majora NT. Por tricotomia, existe m € NT
tal que £ < m. Como se queria: O

Lema 3. Num corpo ordenado Arquimediano hd sempre niumeros racionais es-
tritamente entre elementos distintos.

Demonstragao. Como ebservagao preliminar note-se que para todo o elemento
positivo w dum corpo ordenado Arquimediano K, existe n € Nt tal que Ox <
% < w. Istossai imediatamente do facto de existir n € Nt tal que w™! < n.
Sejam z e y elementos-dum corpo ordenado K com z < y. Podemos supor,
sem perda. de generalidade, que z > 0. Visto que y — z > 0, tome-se m € NT
talque % < y — x. Pela propriedade Arquimediana, seja n € Nt minimo
n

tal que mz ‘< n. Logo, n —1 < mx. Por um lado sai z < ;. Por outro,
L <yp+ L <o (y—=)=y. Como se queria. O

Exercicio 33. Seja K um corpo ordenado e A e B subconjuntos de K. Suponha
que sup A e sup B existem.

1. Seja A+ B:={x+y:x€ ANy € B}. Mostre que sup(A + B) existe e
que € igual a sup A + sup B.

2. Suponha que A e B apenas tém elementos positivos. Defina-se A - B :=
{zy:x € ANy € B}. Mostre que sup(A-B) existe e é igual a sup A-sup B.

Estamos preparados para demonstrar o seguinte resultado fundamental:
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Teorema (Unicidade dos reais). Dois corpos ordenados que satisfacam o
principio do supremo sdo isomorfos, i.e., existe uma bijeccao entre eles que
preserva a estrutura de corpo ordenado. Além disso o isomorfismo € unico.

Demonstragao. Seja K um corpo ordenado que satisfaz o principio do supremo.
Vamos ver que RT e KT sdo isomorfos (KT é o conjunto dos elementos posi-
tivos de K). Para ver isso, considere-se a aplicagio ¢ : R* +— KT definida
por X ~ sup{q- 1k : ¢ € X}. Note-se que, dado X um corte de Dedekind,
o supremo anterior faz sentido, pois trata-se do supremo dum conjunto ma-
jorado em K. E 6bvio que ¢ é injectiva. Seja dado x € K*. Considere-se
X :={qe Q' :q 1k < z}. E facil de ver que X é um segmento inicial de Q.
Pela propriedade Arquimediana de K, X é majorado e nao vazio. Pelo/Lema
3, sai que este segmento nao tem maximo. Logo, X é um corte de Dedekind.
Vamos ver que ¢(X) = z, ou seja, que sup{q-1x : ¢ € X} = x. Claro que
o primeiro elemento nao excede o segundo. Suponhamos, com vista a um ab-
surdo, que sup{q-1x : ¢ € X} = y < x. Pelo Lema 3, existe¢ r € QT tal que
y<r-lg <z Logo, r e X. Isto da origem a uma contradigao.

Sejam X e Y cortes de Dedekind. E facil de ver que se. X < Y entao
d(X) < ¢(Y). Usando o exercicio anterior, tem-se:

X +Y)=sup{g-lx+7r-lg:qe X AreY} =
sup{q-lx:q€ X} +sup{r-1xsreY}=o(X)+o(Y).

Vé-se, de modo anélogo, que ¢p(X -Y) = ¢(X) - ¢(Y). Claramente, ¢ estende-se
a um isomorfismo entre R e K.
Deixamos a unicidade do isomorfismo ao cuidado do leitor. O



Chapter 9
Equipoténcia

Definicao 6. Dois conjuntos X eY dizem-se equipotentes ou equinuméricos e
escreve-se X =, Y se existir uma funcao f: X — Y bijectiva.

Nas condicoes acima também se diz que X e Y tém a mesma, cardinalidade.
Um exemplo importante de equipoténcia é o seguinte. Dados conjuntos X e Y
denota-se por YX o conjunto de todas as funcoes de X para Y. Em particular,
{0,1}% é o conjunto de todas as funcdes de X parao conjunto {0, 1}. O conjunto
de todos os subconjuntos de X, também chamado o conjunto das partes de X
e denotado por Z(X) é equipotente a {0;1}* via a bijeccio que a cada Z C X
faz corresponder a sua fungdo caracteristica xz.: X — {0,1}:

(@) = 1 sexecZ
XZWEL= 0 se v .2

O seguinte resultado é ébvio:
Proposigao 25. Para todos os conjuntos X, Y e Z tem-se:
(a) X = X;
h) X=Y—-Y=X;
(c) X=.YANY=Z—>X=.Z.

Definicao 7. Diz-se que um conjunto X tem cardinalidade menor ou igual que
Y, e escreve-se X <.Y, se existir uma injeccio de X para Y. Diz-se que X
tem cardinalidade estritamente menor que Y, e escreve-se X <. Y, se X <. Y
e X nao é equipotente a Y.

Exercicio 34. Mostre que, para todo o conjunto X, X <. Z(X).
Os dois resultados seguintes sao claros:

Proposicao 26. Sejam dados conjuntos X e Y. Tem-se que X <. Y se, e
somente se, existe um subconjunto Z de'Y equipotente a X.

Proposigao 27. Para todos os conjuntos X, Y e Z tem-se:

(o) X <. X;

23
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) X<.YANY<.Z->X<.Z.
Segue-se um teorema importante e de demonstracao nao trivial:

Teorema de Cantor-Schréder-Bernstein. Sejam dados conjuntos X e Y.
Se X <. YeY <. X entao X =Y.

Demonstracao. Sejam f: X — Y e g: Y — X injeccoes. Definem-se, por
recursao, subconjuntos X,, de X e subconjuntos Y,, de Y da seguinte forma: por
um lado, Xg = X, X,,11 = g[f[Xx]]; por outro lado, Yy =Y e Y,,11 = f[g[Ya]]-
Tem-se:

Xn 2 g[Yn} 2 XnJrl € Yn 2 f[Xn] 2 Yn+1a

para todo o nuimero natural n. As propriedades acima mostram-se, cada qual,
por inducao. Consideremos a primeira propriedade. O caso base éclaro. Quanto
ao passo de indugdo, observe-se que, por hipétese de indugao, se infere X, 1o =
gl [ Xnaal] € glflgl¥nll] = 9lYnia] e g[¥nia] = gl 9[Valll S glf[Xn]] = Xnia
A segunda propriedade verifica-se analogamente. Temos, pois, as seguintes in-
clusoes:

XOQQ[YE)]QXlgg[Yl];)XQQQ[YQ]QXg... e
Yo 2 f[Xo] 2 Y1 2 fIX1] 2 Y2 2 f[Xo] 2 V5.
Definem-se as intersecgdes: X = .y Xn e Y :=[), yYn. Ora:

Yoo = ﬂnGN Y, 2 nnGN f[Xn] 2 ﬂnEN Yo =Y.

Logo, MN,en f[Xn] = Y°2. Dado que f éinjectiva, f[X>] = f[,cny Xn] =
Mpen f[Xn] = Y. Assim, a funcdo f | x~ ¢é uma bijeccdo de X sobre Y'*°.
Agora, para obter uma bijecgao entre X e Y, basta arranjar uma bijecgao entre
X\ X*® eY \ Y, Tems-se:

X\ X% = (X \@l¥a]) U(glYo] \ X1) U (X1 \ g[Vi]) U (9] \ Xa) U... e
Y \YSS (¥ \ FXD Y (F1X0] \ Y2) U (Vi \ FX1]) U (X0 \ Ya) U

em que estas 1nioes sao mutuamente disjuntas. Logo, se fizermos corresponder
biunivocamente as ‘parcelas’ da primeira uniao as da segunda uniao de modo que
‘parcelas’ em correspondéncia sejam equipotentes, temos o resultado desejado.
A ‘parcela’ X, \ g[Y;] da unido de cima fazemos corresponder a ‘parcela’ f[X,]\
Y,+1 da unido de baixo; por outro lado, & ‘parcela’ g[¥,] \ X,4+1 da unido
de cima fazemos corresponder a ‘parcela’ Y, \ f[X,] da unido de baixo. Pela
injectividade de f, f[X, \ g[Ya]] = f[Xu]\ flg[Ynl] = f[Xu] \ Yat1. Por outro
lado, pela injectividade de g, g[¥s \ f[Xo]] = g[Ya] \ JLf[Xn]] = 9[¥n] \ Xns1.
Assim, Xn \g[Yn] =c f[Xn] \ YnJrl € g[Yn] \Xn+1 =Y, \f[Xn] O

Exercicio 35. Mostre que se X <. Y eY <. Z entao X <. Z.

O seguinte resultado fornece uma caracterizacao alternativa da existéncia de
injecgoes:
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Proposigao 28. Sejam dados conjuntos X eY com X # (. Entdo, X <. Y
se, e somente se, existe uma sobrejeccao de'Y para X.

Demonstragao. Seja X # e f : X — Y uma injecgdo. Fixe-se 9 € X.
Defina-se g : Y — X da seguinte forma:

_ |z seflx)=y
9(y) := { xo se nao existe r € X tal que f(z) =y

Note-se que g estd bem definida pois, dado y € Y, a existir z € X tal que f(z) =
y este valor x é, por injectividade, tinico. Claramente, g é uma sobrejecgao.

Reciprocamente, seja g : Y — X uma sobrejeccao. Entao, para cada z.€ X
existe pelo menos um elemento y € Y tal que g(y) = . Escolha-se para f(x) um
tal elemento (i.e., f(z) é escolhido de modo a que g(f(z)) = ). Vamos ver que
f: X — Y definido desta maneira é uma injecgdo. Com efeito, se f(z) = f(a’)
entdo x = g(f(x)) = g(f(2')) = =" .

O modo como se escreveu a segunda parte do argumento anterior esconde um
principio fundamental que deve ser explicitado. Trata-se do azioma da escolha.
Podemos formular este axioma da seguinte maneira: Dado um conjunto X €xiste
uma fungao ex : Z(X)\ {0} — X tal que, para todo o subconjunto néo vazio
Z de X, se tem ex(Z) € Z. Ou seja, a funcdo. ex, que se diz uma funcdo de
escolha para X, “escolhe” um elemento de cada subconjunto nao vazio de X.
Destarte, no argumento acima, fixa-se uma funcao escolha ey para Y e define-se

flx):=ev({y €Y : g(y) = x}).

Exercicio 36. Nao € necessdrio apelar ao axioma da‘escolha para obter uma
funcao escolha para N. Porqué?

O axioma da escolha é /hojel comummente aceite como fazendo parte da
axiomatica da teoria dos conjuntos mas, historicamente, levantou bastantes ob-
jecgoes por causa do seu caracter nao construtivo. Com efeito, o axioma postula
simplesmente a existéneia de fungdes escolhas. Como iremos ver mais tarde, o
teorema da comparabilidade das cardinalidades pode demonstrar-se com a ajuda
do axioma da escolha(de facto, é-lhe equivalente). O teorema diz o seguinte:
Dados conjuntos X e Y, tem-se X <. Y ou Y <. X.

No que se segue, chamaremos frequentemente a atencao para resultados cujas
demonstragoes facam uso do axioma da escolha.



Chapter 10

Finitude e infinitude

Dado n um ntmero natural, denota-se por [n] o conjunto {i €/ N:i <n}. Note
que [0] = 0.

Definicao 8. Um conjunto X diz-se finito se existir n € N tal que X =, [n].
Caso contrario, diz-se que X € infinito.

Comummente, quando consideramos um conjunto finito tomamo-lo da forma
{ag,a1,...,an—1}, para certo n € N. Sob o entendimento de que nao hd
repetigoes, isto significa que a fungdo k.~ aj é uma bijeccao de [n] para o
conjunto em causa.

Lema 4. Sejam n,m € N e f : [n]é— [m] uma injecgdo ndo sobrejectiva. Entdo
m # 0 e existe uma injec¢do de [n] para [m — 1].

Demonstragao. Claro que m # 0. Se m —1'¢ imf nao ha nada a demonstrar.
Caso contrario, tome-se r €| [n] com f(r)= m—1. Dado que f nao é sobrejectiva,
tome-se k € [m] com k¢ imf. Faz-se uma troca, definindo g : [n] — [m — 1] da
seguinte forma:

sexr =r

g(x);:{ ka(x) sex £

E claro que g esta nas condigoes pretendidas. O

Proposigao 29. Sejam n,m € N com m < n. Nao hd injecgées de [n] para
).

Demonstragao. Suponhamos, com vista a um absurdo, que existem niimeros
naturais.ngm com m < n e uma fungdo injectiva f : [n] — [m]. Pelo principio
do minimo, tome-se ng 0 menor natural com a propriedade acima. Claro que
no # 0. Ora, f [[p,—1] ¢ uma injecgdo de [ng— 1] para [m] que ndo é sobrejectiva,
pois f(ng — 1) ¢ imf [,,—1. Pelo Lema 4, m # 0 e existe uma injeccio de
[no — 1] em [m — 1]. Note que m —1 < ng — 1. Isto contradiz a minimalidade
de ng. O]

Corolario 2. Para n,m € N tem-se:

(a) m =n se, e somente se, [m] =, [n].

26
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(b) m <n se, e somente se, [m| <. [n].

A alinea (a) acima permite associar a cada conjunto finito X o tnico nimero
natural n cujo conjunto associado [n] é equipotente a X. Chama-se a este n a
cardinalidade de X e escreve-se card(X) = n.

E trivial mostrar que se X é um conjunto finito de cardinalidade n e se
w ¢ X, entdo X U {w} também é finito e tem cardinalidade n + 1.

Proposicao 30. Um subconjunto dum conjunto finito ainda € finito e de car-
dinalidade menor ou igual a este.

Demonstragdo. Sejan € N e X C [n]. Basta mostrar que X é finito-€ de
cardinalidade menor ou igual a n. Este resultado demonstra-se facilmente por
indugéo em n. O caso n = 0 é 6bvio. Admitamos que X C [n + 1]. | Entao,
X \ {n} C [n]. Por hipdtese de indugao, X \ {n} é.finito e de cardinalidade
menor ou igual a n. O resultado segue-se da observagao que antecede esta
proposicao. ]

Os trés exercicios que se seguem pedem para se mostrar propriedades muito
elementares dos conjuntos finitos.

Exercicio 37. Sejam X e Y conjuntos finitos. Mostre que X UY € finito e
card(XUY) < card(X)+card(Y). No caso particular de X e'Y. serem disjuntos,
mostre que se tem a igualdade. [Sugestdo: mostre primeiro o caso particular.]

Exercicio 38. Sejam X e Y conjuntos finites. Mostre-que X XY € finito e
card(X x Y) = card(X) - card(Y). [Sugestao: por indugdao na cardinalidade de
Y./

Exercicio 39. Sejam X e/Y conjuntos finitos. Mostre que YX € finito e
card(YX) = card(Y)®d(X). Conclua que se X ¢ finito entdo P(X) também é
finito e card( P2 (X)) = 20aX)

Teorema (Principio dos cacifes)..Seja X um conjunto finito e f: X — X
uma funcao injectiva. Entdonf € sobrejectiva.

Demonstragao. Basta ver que, para todo n € N, sempre que f : [n] — [n]
é injectiva entao é sobrejectiva. Com efeito, se f nao fosse sobrejectiva, entao
n # 0 e (pelo Lema4) existiria uma injecgdo de [n] em [n — 1], o que contradiz
a proposicao/29. L]

Esta formulagdo do principio dos cacifos ndo é a mais conhecida. Geral-
mente, formula-se o principio do seguinte modo: dados conjuntos finitos com
n+ 1 elementos e n elementos, respectivamente, entao nao existe uma aplicagao
injectivardo primeiro no segundo. Alternativamente, se X é um conjunto finito
e x € X entdo nao existe uma injeccao de X em X \ {z}. Note-se que esta
formulagao é equivalente ao principio tal como o formuldmos no teorema acima
(basta notar que uma tal injecgdo, quando considerada como aplicagdo em X,
nao é sobrejectiva).

Exercicio 40. Seja X wum conjunto finito e f : X — X uma sobrejecgdo.
Mostre que f € injectiva.
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Um conjunto X diz-se infinito ¢ Dedekind se existir uma injecgdo de X em si
proprio que nao é sobrejectiva. O principio dos cacifos garante que os conjuntos
infinitos a Dedekind sao infinitos. O reciproco também é verdade na presenca
do axioma da escolha, como veremos.

Lema 5. Se N <. X entdo X € infinito a Dedekind.

Demonstracao. Seja f : N — X uma funcao injectiva. Defina-se a fungao
g: X — X do seguinte modo:

g(x) ::{ f(n+1) sexz€imf com f(n) ==z

x se x ¢ imf

Esta funcao estd bem definida, é injectiva mas nao é sobrejectiva, visto que

f(0) ¢ img.
O

Conclui-se imediatamente que Z, Q e R sao infinitos a Dedekind.
Proposicao 31. Um conjunto X € infinito se, e somente se, N <, X.

Demonstragao. J4 vimos que se N <, X entao X € infinito a Dedekind. Logo
¢é infinito. Reciprocamente, suponhamos que X € infinito. Informalmente, o
argumento é simples. Como X # (), tome-se'ag € X. Como X \ {ao} # 0
(visto que X é infinito), tome-se a; € X \ {ap}. Seguidamente toma-se ay €
X \ {aop,a1}. E por ai a fora ... Claramente, a funcdo de N em X dada por
n ~» a, é uma funcao injectiva. O

Note que o argumento acima utiliza o axioma da‘escolha. A forma rigorosa
de por o argumento é a seguinte. Fixe-se ex uma funcao de escolha para X.
Define-se por recursao completa a funcao f :N.+ X do seguinte modo:

f(n) = ex(XANA{f(0),0., f(n = 1)}).
Note-se que f esta bem definidase ¢ injectiva.
Corolario 3. Um conjunto é infinito se, e somente se, ¢ infinito a Dedekind.

Exercicio 41. Mostre;sem utilizar o axioma da escolha, que se um conjunto
X € infinito a Dedekind entdo N <. X.

O exercicio acima, juntamente com o Lema 5, mostra (sem apelar ao axioma
da escolha) que.um’conjunto X é infinito & Dedekind se, e somente se, o conjunto
N'se injecta em X.
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Numerabilidade

Definicao 9. Um conjunto X diz-se numeravel se for equipotente a N.
Exercicio 42. Mostre que Z ¢ numerduvel.
Proposigao 32. Um subconjunto de N € finito ou numerdvel.

Demonstragao. Seja X C N. Se X é limitade entao é finito (pois é subcon-
junto de um conjunto finito). Caso X seja ilimitado, define-se-por recursao a
funcao f : N — X em que f(0) =min X e f(n+ 1) =min{k€ X : f(n) < k}.
Por definicao, f(n) < f(n + 1) e, portanto, f é injectiva. L.ogo, N <. X. Pelo
teorema de Cantor-Schroder-Bernstein, conclui-se que X =, N. O

Coroldrio 4. Se X <. N, entdo X ¢ finito ou numerdvel.
Proposicao 33 (Cantor). N x N'¢ numerduvel:

Demonstracao. A seguinte sucessdo é uma bijeccao entre N e N x N:
(0,0),(0,1),(1,0),(0,2), (1,1)5(2;0), (0,3),(1,2),(2,1),(3,0),(0,4), ...

Rigorosamente, mostra-se (ainda que seja um exercicio de alguma delicadeza)
que a fungdo'de N x Ny— N dada por (n,m) ~ 3(n+m)(n+m+1)+n é uma
bijeccao! (A sucessdo acima é a fungio inversa desta bijeccao.)
Alternativamente; a funcio h : N x N — N dada por h(n, k) = 273" é uma
injecgao (pela unicidade da factorizagdo de um nimero natural em factores
primos). Logo, N N <, N. Dado que N <. N x N, tem-se a equipoténcia
desejada pelo teorema de Cantor-Schroder-Bernstein. O

Corolario’5. O produto cartesiano de dois conjuntos numerdveis € numerdvel.

Para ver que um conjunto infinito X é numeravel o seguinte critério é muito
conveniente: basta ver que existe uma sobrejeccao dum conjunto numeravel em
X. Com efeito, pela Proposicao 28, sai X <. N. Note que nesta aplicacao da
Proposigao 28, ndo é necessédrio aplicar o axioma da escolha (ver exercicio 36).
Pode agora ver-se facilmente que Q é numerdvel. Como Z e NT sdo numeraveis,
pelo coroldrio anterior, Z x N* é numerdvel. Ora, (n,m) ~ - é uma sobrejecgao
de Z x Nt sobre Q.

29
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Exercicio 43. Mostre que a unido de dois conjuntos numerdveis é numerdvel.
Mostre que a unigo de um conjunto numerdvel com um conjunto finito € nu-
merduvel.

Proposicao 34. Uma uniao numerdvel de conjuntos numerdveis é numerdvel.
Dito de outro modo, se (Xp)nen € uma sucessao de conjuntos numerdveis, entdo
Unen Xn € numerdvel.

Demonstragao. Para cada n € N escolha-se uma bijeccao f, de N em X,,.
Imediatamente, tem-se que (n,m) ~» f,(m) é uma sobrejeccdo de N x N em

Unen Xn- o

Exercicio 44. O leitor atento deve ter observado que, no argumento acima, se
utiliza o axioma da escolha. Explicite o seu uso.

Dado um conjunto X, seja Pun(X) o conjunte de todos_.es.subconjun-
tos finitos de X. Nao é dificil de ver que P5,(N) é numerdvel. Com efeito,
Zin(N) = U~y P<n(N), onde P, (N) é o conjunto de todos os subconjuntos
de N que nao excedem n elementos. Pela proposicao acima, basta ver que, para
todo n € N*, #,,(N) é numerdvel. Ora, dado n € N, a fungae de N para
P<n(N) definida por:

(@1, s@0) ~ {21, 2n)

tem como imagem <, (N)\{0}. Como N é numerdvel; conclui-se que Z<,,(N)
é numeravel.

Um ntmero real diz-se algébrico se for raiz dum polinémio da forma ag +
a1 X 4+ ...+ a,X™, onde os coeficientes sdo nimeros inteiros e a,, # 0. Por
exemplo, os numeros racionais s&o algébricos, assim como V2 ou 1+ \/3)2
Também o é a tnica (porque?) rafz real da equagio X° + X + 1 = 0. NB por
um teorema cldssico do mateméatico noruegués Niels Abel, esta raiz ndo pode
ser expressa em termos de radicais. Nao é dificil de mostrar que o conjunto
dos nimeros algébricos reais é numeravel. Com efeito, o conjunto de todos os
polinémios nao nulos de coeficientes inteiros é numeravel visto que é constituido
pela uniao numeravel dos conjuntos de tais polinémios dum determinado grau
n, sendo estesy por sua vez, Amagens sobrejectivas de Z™ x (Z \ {0}). Para
cada polinémio nao nulo de coeficientes inteiros, o conjunto das suas raizes reais
¢é finito. duogo; o conjunto dos ntumeros algébricos é uma uniao numeravel de
conjuntos finitos. E, portanto, numerével.
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A cardinalidade do
continuum

O seguinte argumento de diagonaliza¢ao é famoso:
Proposicao 35. O conjunto {0,1}" ndo é numerdvel.

Demonstragao. Suponhamos, com vista a um absurdo, que existe uma bi-
jecgao f de N em {0,1}. Considere-se a sucessio.d € {0,1}" definida por:
d(n) :=1—(f(n))(n). Visto que f é sobrejectiva existe ny € N tal que f(ng) = d.
Sai, d(ng) =1 — (f(no))(nog) =1 —d(no), o que é absurdo. O

O préximo passo consiste em mostrar que R =, {0;1}". Daqui se conclui que
R ndo é um conjunto numerdvel. Considere-se a funcao = ~ {g € Q : ¢ < z}.
E muito facil de ver que esta funcao é uma_injecgio de R em £(Q). Logo,
R <. Z(Q) =, Z(N), pois Q =, N. Ora, Z(N) é equipotente ao seu conjunto
de fungoes caracteristicas {0, 1}Y. Portanto, R <. {0,1}". Pelo teorema de
Cantor-Schroder-Berristein, basta agora mostrar que {0,1}Y <. R. Isto pode
ser feito de varias/maneiras. Aqui optamos por um argumento que nao é o mais
simples mas que exibe um conjunto importante de ntimeros reais: o conjunto
terndario de_Cantor.

Seja 2<N o conjunte.de todas as funcdes cujo dominio é da forma [n], para
algum n € N /e cujo conjunto de chegada é {0,1}. Aos elementos de o de
2<N_chamamésse sequéncias bindrias (finitas) e, muitas vezes, denotam-se por
“{e(0),0(1),:..,0(n—1)). O ntimero n é o comprimento da sequéncia o e
escreve-se ‘comp(o’) = n’. Dada o € 2<V, definem-se as seguintes sequéncias de
comprimento n + 1:

00:= (0(0),0(1),...,0(n—1),0) e
ol :={(0(0),0(1),...,0(n—1),1);

Note-se que estas sequéncias binarias sao obtidas a partir de ¢ por concatenagao
do elemento 0, respectivamente, do elemento 1. Note, finalmente, que hd uma
unica sequéncia de comprimento 0, por vezes denotada por ‘()’. Com esta
notacao podemos a descrever o conjunto ternario de Cantor.
Dado um intervalo [a,b], fechado e limitado de R (com a < b), sejam
b—a

esq(la,b]) := [a,a+25%] e dir([a, b]) := [b— 252, b] (respectivamente, o primeiro
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e o terceiro terco de [a,b]). Construimos, para cada sequéncia o € 2<N, um
subconjunto C, de [0,1]. Esta construcao é descrita pelas seguintes equagdes:
Cy =[0,1], Cyo = e5q(Cy) e Co1 = dir(Cy). Assim, temos:

Ci) =105, Cuy=1[515;

b

win

Coo =103, Con =121 Caon=1[%171, Can=I[51];

etc. Vamos, sucessivamente, tirando o terco do meio dos intervalos. A aplicacdo
o ~ C, acima descrita existe pelo teorema da recursao, apesar da justificagao
nao ser inteiramente ébvia.
3 n .__ .
Para cada n € N, seja C" := Uae{ae2<N: comp(o)=n} C,. Temos:

etc. O conjunto ternario de Cantor é, por definigao, €= [,y O™

Dado a € {0,1}Y, define-se C'(a) := MNhen Ca(0),a(),....a(n—1))- Note-se
que C’'(«) é a intersecgao duma sucessao de intervalos fechados encaixados cujos
comprimentos tendem para 0. Pelo principio do enecaixe, C’'(@) é um conjunto
singular. Seja C(a) o seu tnico elementoyi.e., C'(a) = {C(a)}. Vamos argu-
mentar que a aplicacio a ~ C(a) é uma injecgao de {0, 1} em C (e, portanto,
em R).

Tomem-se a, 3 € {0,1} com‘a # 3. Entao existe um elemento minimo
n € N tal que a(n) # (n). Sem.perda de generalidade, a(n) =0 e B(n) = 1.
Note-se que, por minimalidade den, a(0) = £(0), ...a(n—1) = f(n—1). Vem:

C(a) € Cla),....a(n—1)am)) = Co0 = esq(Cy);e
C(B) € Cip(@),....8(n-1),8(n)) =Co1 = dir(Cy);

onde o é a sequéncia («(0),...;a(n—1)) = (5(0),...,8(n—1)). Como esq(Cy,)
e dir(C,)ss8o conjuntos disjuntos, vem que C(a) # C(5).

Exercicio 45: Mostre que a correspondéncia o ~ C(a) € uma bijeccdo entre
{041} e o conjunto terndrio de Cantor.

Mostramos, pois, o seguinte resultado:
Proposicao 36. R =. {0, 1}". Em particular, R ndo é numerdvel.

Exercicio 46. Mostre que o conjunto de todos os abertos de R € equipotente a
R. [Sugestio: faca corresponder a cada aberto U de R o conjunto de todos os
pares (x,y) € Q? tais que |x,y[C U./

Serd que hé cardinalidades estritamente entre N e &(N)? Esta é a célebre
hipotese do continuo colocada por Georg Cantor. Desde os trabalhos de Kurt
Godel e Paul Cohen no final da década de trinta e no inicio da década de sessenta
do século passado (respectivamente) que se sabe que esta questao é independente
da axiomaética usual da teoria dos conjuntos.
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O teorema de Cantor

O seguinte resultado, também devido a Cantor, generaliza o téorema 35.
Teorema de Cantor. Para qualquer conjunto X, X #. P(X).

Demonstragao. Admitamos, com vista a um absurdo;que existe uma_bijecgao
f de X em Z(X). Considere-se o conjunto Z :={z € X.: z ¢ f(x)}. Como
7Z € P(X), pela sobrejectividade de f existe zg'€ X tal que f(zo) = Z. Agora:

xo € f(xo) & xo € Z = 20 & f(20),

0 que é uma contradicgao. O

Consequentemente, X <. Z(X). H4, pois, muitos infinitos de cardinalidade
diferente:

N <, 2(N) <. Z(P(N)) <. P2(2(P(N))) < ...

E claro, as cardinialidades ndo se esgotam aqui. Em ZF h& cardinalidades
que se seguem a todas as cardinalidades listadas acima. Um exemplo é a cardi-
nalidade do conjunto:

2¥(N) = NU 2(N) UP(P(N) U 2(P(P((N))U...

e isto ndo acaba aqui pois, pelo teorema de Cantor, Z(#£>°(N)) tem cardi-
nalidade superior a, Z*°(N), etc, etc. Também se pode perguntar se, para
conjutos infinitos.X, ha cardinalidades estritamente entre X e Z(X) (a re-
sposta é independente dos axiomas de ZFC). Ou, se dado um conjunto X, hd
uma cardinalidade imediatamente a seguir & cardinalidade de X (a resposta é
afirmativa, em ZFC). Ou se

Terminamos este capitulo com uma generalizagao do teorema de Cantor.
Na demonstracao desta generalizagao usamos a saciedade o axioma da escolha.
Recorde-se que, dada uma familia de conjuntos (Y;)ies, o conjunto [[,.;Y; é,
por definicdo, o conjunto de todas as fungoes ¢ com dominio I tais que, para
todo i € I, ¢(i) € Y;. Frequentemente, os elementos de (Y;);cr sdo denotados
por (y;)icr, onde ¢ é dada por ¢(i) = y;.
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Proposigao 37 (Teorema da cardinalidade de Konig). Dadas famdlias (X;)icr
e (Yi)ier de conjuntos tais que X; <.Y;, para todo i € I, entdo

U X <¢ H Y.
icl i€l

Demonstragao. Tome-se (f;);c; uma familia de injecgoes f; : X; — Y; e uma
familia (y;);ecs tal que y; € Y; \ imf;, para todo i € I (estas familias existem por
hipétese e pelo axioma da escolha). Dado z € | J,.; X; e j € I define-se:

iel
. i(x) sexe X,
9(x, j) ;:{ f],( ) semeX;
Yj caso contrario

Para cada = € |J;; Xi, a familia g(x) : j ~ g(7,j) é um elemento de [],; Yi.
Vamos ver que g : J;c; Xi — [[;c; Yi ¢ uma injecgao. Sejam z,z" € (J;e; Xi
com z # z'. Se existe j € I tal que z,2’ € X; entdo, pela injectividade de
fj, tem-se g(z,j) = f;(z) # f;(2') = g(2’,j) e, portanto, g(z) # g(a’). Caso
contrario, x estd nalgum X; e 2’ ¢ X;. Neste caso, g(2',4) = y; ¢ imf; e
9(z,J) = f5(x) € imf;. Logo, g(x,j) # () e, igualmente, g) # g(a"),
Mostrdmos que (J;c; Xi <c [[;c; ¥i- Suponhamos agora, com vista'a um
absurdo, que existe uma bijeccdo h : J;c; Xi — HieIYi~ Para cada j € I,
considere-se a funcao h; : X; — Y, definida por z ~» h(z)(j). Por hipétese,
hj nao é sobrejectiva (axioma da escolha). Seja entao (y;);cr uma familia tal
que y; € Y; \ imh;, para todo ¢ € I (axioma da escolha). Ora, por suposicao,
existe © € (J;c; X; tal que h(z) = (y:)icr. Tome-se j € I tal que x € X;. Vem,
y; = h(z)(j) = hj(z) € imh;, o que contradiz a escolha.de y;. O

O teorema de Cantor é um corolédrio do resultado acima. Com efeito, seja X
um conjunto qualquer. Considere=se a familia X, ;= {i} de conjuntos singulares
(i.e., de um unico elemento), onde o indice ¢ varia em X. Considere-se também
a familia constante Y; := {0, 1}, para i € X. Pelo teorema da cardinalidade de
Konig, X = U;ex{i}i<c [Tex{0,1} = {0,1}*. Isto ¢ uma reformulagio do
teorema de Cantor:



Chapter 14

Aritmética cardinal, sem
cardinais...

A nocgao de cardinalidade é uma nogao que exige alguma delicadeza de trata-
mento num desenvolvimento rigoroso em teoria dos“conjuntos. O.que é, em
geral, o cardinal dum conjunto? Que objecto é este? Intuitivamente, o cardinal
dum conjunto é aquilo que é comum a todos 0s conjuntos equipotentes a esse
conjunto. Na pratica matemadtica, este aquilo que é comum aos objectos que
estao mutuamente em relagao sob uma determinada relacao de equivaléncia é a
proépria classe de equivaléncia do objecto. Mas tal pressupoe que a dada relagao
de equivaléncia esteja definida num’determinado. conjunto, o que nado é o caso
com a nogao de equipoténcia. Com efeito, esta nogdo aplica-se a todos os con-
juntos e, como veremos mais tarde, nao é possivel aglomerar todos os conjuntos
num conjunto.

Desde que se tenham os ndmeros maturais, o problema da cardinalidade
dum conjunto finito tem solucao simples: o cardinal de um conjunto finito
X é o (tinico) nimero natural n_tal.que X =, [n|. Para além disto, dada
a importancia dos conjuntos:N e R, adopta-se a terminologia de dizer que os
conjuntos numeraveis tém cardinalidade Ry e que os conjuntos equipotentes ao
continuum-tém. cardinalidade ¢. A solugdo para o problema de dar um sentido
objectual as varias cardinalidades consiste no desenvolvimento duma teoria geral
de nimeros que estenda a teoria dos niimeros naturais: os nimeros ordinais de
von Neumann. Mais tarde, iremos desenvolver esta teoria e, para isso, sera
necessario formular/a axiomdtica da teoria dos conjuntos ZFC (notavelmente o
axioma da substituigao).

No entrementes, a nogao de cardinalidade vai sempre aparecer no contexto
duma assercao de tal modo que, convenientemente reinterpretada, a asser¢cao nao
fala de_cardinalidades mas apenas de equipoténcia e nogoes afins. Um exemplo
ilustra este modus operandi. Informalmente, dadas cardinalidades k e p, a car-
dinalidade produto, denotada por k- p, é a cardinalidade do produto cartesiano
A x B, onde A e B tém cardinalidade k e p, respectivamente. Subjacente ao
uso do produto de cardinalidades esta a seguinte nocao de congruéncia:

(a) Se A=, A'e B=,B entaio Ax B=. A" x B'.

Claro que se tem a seguinte lei: k- p = p- k. Encaramos esta lei como dizendo
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o seguinte:
(b) Ax B =, B x A, para quaisquer conjuntos A e B.

Observe-se aquilo que realmente se esta a passar: a lei que diz que o produto
de duas cardinalidades nao depende da ordem dos factores subjaz a propriedade
(a), enquanto que a lei propriamente dita é uma forma de dizer (b). Neste en-
tendimento, nao faz sentido falar da cardinalidade de X isoladamente, mas ja
faz sentido dizer (p. ex.) que a cardinalidade dum conjunto X é estritamente
menor que a cardinalidade dum conjunto Y. O discurso sobre cardinalidades
faz sentido no contexto de assercoes (convenientes), ainda que por enquanto nao
faga sentido fora delas. Diz-se, em filosofia, que é um discurso sincategoremidtico
sobre cardinalidades. Vamos pois, neste capitulo, interpretar as assergoes sobre
cardinais deste modo sincategorematico (o0 que pressupde que se possam inter-
pretar desta forma). Por exemplo, o teorema de Cantor-Schroder-Bernstein tem
a seguinte formulagao: K < p A p < Kk — Kk = p, para’'k e p cardinais.

A soma das cardinalidades k e p é a cardinalidade de A U B, onde A e B
sao conjuntos disjuntos e tém cardinalidades x e p, respectivamente. Note-se
que dados conjuntos A e B é sempre possivel obter conjuntos disjuntos com as
mesmas cardinalidades (respectivas): p. ex., {0} x-Awe {1} x B (ao conjunto
({0} x A)U({1} x B) dé-se o nome de unido disjunta de A com B e denota-se por
AW B). Com estas nogoes de soma e produtos de cardinais é ficil de ver que as
seguintes assercoes sobre cardinalidades se podem interpretar do modo eliptico
atras descrito e, quando sujeitas a esta interpretagao, sao sempre verdadeiras:

1. k+0==k

2. k-0=0

3. k-1=xk

4. K- 2=K+kK

5. K+ (p+p) =1k +p) +p
6. k+p=p+kK

7. k- (pep)= (K- p) -

8. Kip=ps/K
9ok-(pHp)=r-ptr p

,_.
o

KSp—=ktpnptp
I k<p—=rK-p<p-p

Por exemplo, a quarta propriedade acima diz que A x {0,1} =, AW A, para
todos os conjuntos A. Também utilizimos algumas abreviaturas naturais para
omitir paréntesis. A verificagdo das propriedades é simples e fica como exercicio.
A cardinalidade k” define-se como a cardinalidade do conjunto A?, onde
A tem cardinalidade x e B tem cardinalidade p. Deste modo, é correcto dizer
que se um conjunto A tem cardinalidade s entdo Z?(A) tem cardinalidade 2%.
Com efeito, isto advém do facto — j& observado — de que &?(A) é equipotente ao
conjunto de todas as fungbes caracteristicas de A. O teorema de Cantor pode
enunciar-se assim: Para todo o cardinal k, K < 2. O seguinte ¢é vélido:
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12. (K/.p)y’ = gH .pl"

13. KPTH = kP . kM

14. (kP)H = gPH

5. k<pAp#0—put < pf

16. Kk < p — kH < pH
para quaisquer cardinalidades &, p e u.

As cardinalidades finitas, assim como a cardinalidade numerével X e a car-

dinalidade do continuo ¢, sao extremamente importantes em matematica. Os
exercicios 37, 38 e 39 mostram que a aritmética cardinal definida atrds, quando

restringida a conjuntos finitos, coincide com a aritmética dos niimeros naturais.
Também temos as seguintes propriedades:

Proposigao 38. Abaizro, k € um cardinal e n € um numero natural.
(a) kK <Ny se, e somente se, Im € N(k = m).
(b) ¢ = 2%,
(c) Nog <.
(d) Ro +Ro =Ry e Rg - Ng = Ry.
(e) No+n=Ng e, sen#0, Ry -n=2~y.
(f) c+c=cec-c=c.
(g) c+n=ce sen#0,¢-n=c.
(h) ¢+ Rg=c-Rog=rc.

(i) Se B tem cardinalidade ¢ e A C B € finito ou numerdvel, entao B\ A tem
cardinalidade c.

Demonstracdo. A alinea (a) sai da Proposicdo 32. (b) é uma reformulacio
do facto de que R =. {0, 1} Por (b), (c) diz que N <. 2, o que ji sabemos.
Ny - Ng = Ny é a’Proposicao 33. Por outro lado, Ry < Ry +n < Ng 4+ Ng =28y <
Ng - Ng = Rp./ Isto demonstra o resto de (d) e a primeira parte de (e). Para a
segunda parte de (e), note-se que Xy < Ry -n < Xy - Vg = Ng. A segunda parte
de () sai do seguinte: ¢-¢ = 280 . 280 = 2No+Ro — 980 — ¢ A primeira parte de
(f) assim como (g) e (h) concluem-se agora facilmente.

Resta mostrar a alinea (i). Sem perda de generalidade, podemos supor que
B é R x R. Considere-se a projeccao

P:={zeR:3JyeR(z,y) € A}.

Como A é finito ou numerdvel, P é finito ou numeravel. Logo, existe zg €
R\ P. Seja X o conjunto {zo} x R. Claro que X tem a cardinalidade do
continuum e, por construgao, X C (R x R) \ A. Logo, B\ A tem pelo menos a
cardinalidade ¢. O resultado sai pelo teorema de Cantor-Schréder-Bernstein. [J



Aritmética cardinal 38

Proposigao 39. Os sequintes conjuntos tém cardinalidade c:

1. O conjunto dos miumeros irracionais.

2. O conjunto dos nimeros transcendentes (um nidmero real diz-se transcen-
dente se ndo é um nimero algébrico).

3. O conjunto de todos os subconjuntos infinitos de N.

4. O conjunto de todas as fung¢des continuas de R para R.

Demonstragao. O conjunto dos racionais Q é numerédvel. Logo, pela ultima
alinea da proposigdo anterior, o conjunto complementar R \ Q dos nimeros
irracionais tem cardinalidade ¢. De igual modo se demonstram as alineas (2)
e (3), pois como ja vimos tanto o conjunto dos ndmeros algébricos como o
conjunto de todos os subconjunto finitos de N sao numeraveis.

O argumento para justificar a propriedade (4) é diferente. Considere-se a
aplicacao que a cada fungao continua f de R para R faz corresponder a sua
restricao f | Q ao conjunto Q dos nimeros racionais. Esta aplicacao é injectiva
pois se duas fungdes continuas coincidem num subconjunto denso de R, entdo
sao iguais. Logo, a cardinalidade do conjunto de todas funcGes continuas de
R para R ¢ menor ou igual & cardinalidade de R%Ora, esta cardinalidade é
Mo = (2%0)Ro — 9Ro-Ro — 9% — ¢ A desigualdade oposta ¢ trivial. O

Exercicio 47. Mostre que a cardinalidade dé todas as funcoes'de R para R é
2¢.
Por meio do axioma da escolha podem generalizar-se algumas propriedades

de Ny e ¢ a cardinalidades infinitag‘arbitrérias (note que a proposicdo 38 nao
usa o axioma da escolha).

Proposicao 40 (Lei da absor¢ao). Sejam k. e p.cardinais nao nulos, o sequndo
dos quais infinito. Entdo

KSp—=Ktp=K-p=p.

Em particular,Se p é um cardinalinfinito entdo p-p = p. Por outras palavras,
para todo o conjunto_infinito.x, tem-se x X z =, x. Alids, esta propriedade
justifica a lei da absorcao: vem, para xk > 2,

pPELEE+PpESp+p=2p<K-p<p-p=p,

o que mostra 0 desejado. O caso k = 1 também é claro. A propriedade invocada
serd demonstrada no capitulo 26.

Como ja menciondamos, na presencga do axioma da escolha, dados cardinais
Kep, tem-se Kk < p ou p < k. Por isso, na presenca do axioma da escolha, tem
sentido falar em max{k, p}. Claramente, usando a lei da absorc¢ao:

Corolario 6. Sejam k e p cardinais nao nulos, pelo menos um deles infinito.
Entio k + p = k- p = max{k, p}.

Corolario 7. Sejam A e B conjuntos, A C B, de cardinalidades k e p re-
spectivamente. Suponhamos que p € infinito e que k < p. Entao B\ A tem
cardinalidade p.

Demonstragao. Seja A a cardinalidade de B \ A. Visto que B é a unido
disjunta de A com B\ A, sai que k + A = p. Claro que ou k ou A é infinito.
Pelo corolério anterior, p = max{x, A}. Conclui-se que A = p. O
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Operacoes cardinais
infinitarias

E também possivel definir operacgoes infinitarias sobre cardinais. Porém estas
definigoes apenas fazem sentido na presenca do axioma da escolha. Por exemplo,
asoma ), Kk; de cardinalidades ¢ a cardinalidade de | J,;c;({i} x A;), onde cada
A; tem cardinalidade k;. O axioma da escolha é necessdrio para mostrar que
se, para todo i € I, A; =, B; entdo J;c;({i} x A;) =c U;c; ({3} x By).

Proposicao 41. Seja (4;)icr uma familia de conjuntos-em que cada A; tem
cardinalidade r;. Entdo a unido | J;¢; A; tem cardinalidade <73, k.

Demonstragao. Note-se que ha uma sobrejeccdo de |J;o,({i} x A;) sobre
Uier Ai: basta associar a cada elemento (4,2), onde i € [ e x € A; o elemento
x. Logo, pela Proposicao 28, (J;c; Ai <c U;e ({7} x A42). O

Proposigao 42. Sejall um conjunto de cardinalidade p e sejam (k;)icr, (pi)ier
familias de cardinais. Entdo:

(a) Vi € I(k1 < pl) — Zie] K < Zie] Pi;
(b) Zieﬂf@‘ =u- Kk, seVie [(Hi :H),

Demonstragao. Considerem-se familias de conjuntos (X;);cr e (Yi)icr tais
que, para cada ¢ € I, X; tem cardinalidade x; e Y; tem cardinalidade p;. Supo-
nhamos, também, que X; <.Y;. Fixemos (através do axioma da escolha) uma
familia de injeccoes f; : X; — Y;. E facil de ver que a aplicacao (i,2) ~ (i, fi(x))
(onde z; € X;) é uma injeccao de (J,; o, ({1} x X;) em J,;o;({i} x Y3). Este argu-
mento demonstra a primeira alinea da proposicao. Para argumentar a segunda
parte da proposicao, seja X um conjunto de cardinalidade x. Temos que ver que
Uier({i} x X) é equipotente a I x X. Ora, estes conjuntos sdao o mesmo. [

Exercicio 48. Mostre que ) .yn = Ro. Conclua que na primeira alinea da
proposicao anterior nao se pode substituir a desigualdade < pela desigualdade
estrita <.

Exercicio 49. Mostre a sequinte lei distributiva: X-Y ki =Y . c1(X - Ki).
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O produto de cardinalidades [[,; #; ¢ a cardinalidade do conjunto [[;.; 4i,
onde cada A; tem cardinalidade k;. Note-se, novamente, que esta definigdo
apenas faz sentido na presenca do axioma da escolha.

Proposicao 43. Seja I um conjunto de cardinalidade u, sejam (k;)ier, (pi)icr
familias de cardinais seja A um cardinal. Entao:

(a) V'L S I(kl S pz) — HiGI Ki S Hie] p’i;
(b) Tlicrri = KM, se Vi€ (ki =k);

(c) (Hiel ki)t = Hie[ ’if\;

(d) Tlies A = A2ier fi,

Demonstragao. Apenas vamos argumentar a tltima alinea, ja.que os argu-
mentos ndo sao dificeis. Consideremos uma familia (Xj);c; de conjuntos tal
que, para cada ¢ € I, X; tem cardinalidade k;; considere-se também um conjuto
Z de cardinalidade A. Pretendemos ver que ][], ; ZXi =, ZY%er({i}xXi) " Qra,
é facil de ver que a aplicagdo que a uma familia (f;);c; de fungdes (cada qual
uma fungdo de X; para Z) faz corresponder a funcao de |, ;({i} x X3) para Z
definida por (i,z) ~ fi(z) (onde z € X;), é a bijeccao desejada. O

Exercicio 50. Mostre que HnEN\{O} n = 2%,

Exercicio 51. Mostre que na primeira alinea da proposicdo anterior nao se
pode substituir a desigualdade < pela desigualdade estrita <.

O teorema da cardinalidade de Konig tem a seguinte reformulacio: se (k;)ier
e (\;)ier sfo familias de nimeros cardinais, tais.que x; < A;, para todo i € I,

entdo Y ..y ki <[ M-



Chapter 16

A teoria de Zermelo

O principio néao restrito de compreensao que permite passar sempre duma pro-
priedade bem-determinada & sua extensao é inconsistente. O. principio diz que
a cada propriedade bem-determinada P(z) se pode associar a sua extensao
{z : P(x)}, que é o conjunto que verifica a seguinte condigao (lei da concre¢io):

z€{x:P(x)} <« P(z2),

para quaisquer z. Se considerarmos a propriedade ‘c ¢ z’ entao tem-se, para
quaisquer z, z € {x : x ¢ z} < z ¢ z. Em particular, tomando para z o préprio
conjunto {x : x ¢ x}, obtém-se:

{r:z¢ztef{r:xda} o {ziadz}¢{nizé¢al,

o que é uma contradi¢ao. [Ksta antinomia é hoje conhecida por paradoxo de
Russell, tendo sido descoberta por Bertrand Russell (e Ernst Zermelo) no inicio
do século passado.

Em 1908, Zermelo propés uma axiomatizagao da teoria dos conjuntos que
evita o paradoxo./ Esta axiomatizacao é a raiz da moderna axiomatica da teoria
dos conjuntos: o sistema de Zermelo-Fraenkel munido do axioma da escolha, de
sigla ZFC. O.sistema ZFC é um sistema puro da teoria dos conjuntos, no sentido
em que uesse sistema tude-é-um conjunto (mais precisamente, as quantificagoes
da teoria variam apenas sobre conjuntos). Vamos de seguida descrever o sistema
de Zermelo (que é parte de ZFC) no ambito duma teoria pura de conjuntos.

1. O axioma da extensionalidade diz que dois conjuntos sao 0 mesmo se,
e somente se, tiverem os mesmos elementos.

2. O axioma esquema da separagdo é uma restrigio do (problemé&tico)
axioma da compreensao. O axioma da separacao diz que para cada pro-
priedade bem-determinada P(z) entdo, dado um conjunto qualquer y,
se pode formar o conjunto {z € y : P(z)}. Isto quer dizer que, dado
um conjunto y, a propriedade P(x) separa os elementos de y que veri-
ficam a propriedade daqueles que a nao verificam, aglomerando-os num
conjunto. Este axioma também é conhecido pelo seu nome alemao: Aus-
sonderungsaziom.
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Em virtude do axioma da extensionalidade, o conjunto {x € y : P(z)} estd
bem determinado por y e pela propriedade P. Com efeito, se z e u fossem
conjuntos tais que, para todo =,

r€EzrE€YANP(T) e z€EU— T EYNAP(T)

entao, por extensionalidade, z = u. De resto, este facto subjaz ao préprio bom
uso da expressao ‘{x € y : P(x)}.

O que é feito do paradoxo de Russell com o axioma de compreensao assim
restrito? O argumento de Russell d4, agora, origem ao seguinte teorema:

Proposigao 44. Ndo existe um conjunto z tal que, para todo x, x € z <> x.4"E:

Na teoria de Zermelo tém-se, pois, propriedades que nao tém extensao, i.e.,
propriedades P(x) para as quais ndo existe um conjunto z tal que, para todo
x, x € z < P(z). Dito de outro modo, a expressdo ‘{z : P(z)}’ nao estd
sempre bem definida. A uma propriedade bem-determinada que ndo tem ex=
tensdo dd-se o nome de classe prdpria. Assim, a proposi¢ao anterior diz que a
classe de Russell (i.e., a classe dada pela férmula ‘x ¢ 2’) é uma classe prépria.
Em geral, falamos em classes como outro modo de falar em propriedades’ bem-
determinadas. Note-se, que neste modo de falar, todo o conjunto é uma classe,
nomeadamente a classe que advém da propriedade de pertencer a esse conjunto.
As classes que nao tém extensao chamamos, como ja fizémos, classes préprias.

Exercicio 52. Mostre que a classe de todos os conjumtos (a denominada classe
universal ) é uma classe prdpria.

Como dissemos, a nossa teoria € uma teoria pura.de conjuntos: tudo é con-
junto. O que s@o entdo as classes préprias? Sao, como dissemos, um modo de
falar em propriedades bem-déterminadas. E, teenicamente, um modo de falar
na metalinguagem. Na linguagem da teoria dos conjuntos nao se referem pro-
priedades (ndo se quantificam), apenas se referem conjuntos. Que dizer entao
do enunciado do axioma, da separagio? Ele diz que para cada propriedade P(x)
se tem o seguinte; para todo o conjunto y existe o conjunto {z € y : P(z)}.
Mais precisamente, trata-se dum esquema de axiomas:

Vydava(x € z —.x € y N P(x)),

um para cada propriedade bem-determinada P. O cabal esclarecimento do que
é uma propriedade bem-determinada no nosso contexto da teoria dos conjuntos
exigiria uma, pequena introducao & Logica Matemédtica. As linguagens natu-
rais (como o portugués) nao sao suficientemente precisas para esclarecer esta
problematica. Por exemplo, considere-se a propriedade de ser o menor nimero
natural que nao se pode descrever com menos de quinze palavras. Note que o
nimero nessas condigoes foi descrito com catorze palavras! H4, pois, que tornar
precisa a nocao de propriedade que se usa para descrever os axiomas da teoria
dos conjuntos. Sem entrar em detalhes técnicos da Logica Matemadtica, podemos
adiantar que as propriedades bem-determinadas de que falamos sao dadas por
formulas da linguagem formal da teoria dos conjuntos. Mais detalhadamente,
férmulas que se constroem a partir das formulas atomicas ‘x € y’ e ‘¢ =y’ por
meio dos conectivos Booleanos (conjungao, disjungdo e negacdo) e dos quan-
tificadores (existencial e universal). O axioma da separacdo é o esquema de
axiomas



A teoria de Zermelo 43

VyAeVa(z € 2 > 2 € y A (),

um para cada férmula ¢(z) da linguagem formal da teoria dos conjuntos (pos-
sivelmente com pardmetros). Trata-se de um nimero infinito de axiomas, enun-
ciados (metalinguisticamente) por meio da formaliza¢do da linguagem objecto
(a linguagem da teoria dos conjuntos é uma linguagem formal).

Quando falamos sobre classes, é conveniente tomar certas liberdades nota-
cionais. Dada uma classe C (i.e., uma férmula C(z)), escrevemos a € C para
dizer C(a). De igual modo, falamos na classe complementar C¢ (a classe as-
sociada a férmula —=C(z)) assim como na unido e intersec¢do de duas classes.
Com estas liberdades notacionais, o axioma da separagao pode formular-se-as-
sim: Dado um conjunto y e uma classe C, entao a classe y N C' é um conjunto.
Note-se que, para conseguir formar um conjunto por separagao, € mister ter a
priori um conjunto y para ‘separar’. Os préximos axiomas dao um acervo basico
de tais conjuntos.

Antes de entrarmos nos préximos quatro axiomas, devemos discutir um pe-
queno ponto. Nas formulacoes usuais da légica, supoe-se sempre que hé pelo
menos um objecto no dominio do discurso. No nosso caso, este requisito diz
que ha pelo menos um conjunto. Seja ele z. Entao, pelo axioma da separacgao,
podemos formar o conjunto {z € z : x # x}. Este ¢onjunte nao é mais'do que o
conjunto vazio, denotado por () (inico, por extensionalidade). Em formulagoes
menos usuais, existe explicitamente um axioma que garante a existéncia do
conjunto vazio. Nao o faremos aqui, pelasrazoes supras.

3. O axioma do par diz que dados conjuntos = e y existe um conjunto z
cujos elementos sao exactamente x e y. Pelo axioma da extensionalidade,
este conjunto z é unico, e denotamo-lo por {x,y}. Note que x e y podem
ser 0 mesmo conjunto,.€aso em que ficamos com o conjunto singular {x}.

A nocao de par ordenado pode definir-se em teoria dos conjuntos a partir
da nocao de par acima. Uma possivel maneira de o fazer é a seguinte, devida a
Kazimierz Kuratowski:

Defini¢ao 10. Dados x e y define-se o par ordenado (x,y) como sendo o con-

junto {{z, ytsdz}}.
Proposicao 45. Se (zyy) = (z,w) entdo xz =z e y = w.

Demonstragao. Suponhamos que {{z,y},{z}} = {{z, w}, {z}}. Ha dois casos
a ‘considerar: & = ou ndo. No caso afirmativo, vem {{z}} = {{z,w}, {z}}.
Logo, {z,w} = {z} e, por conseguinte, z = w. Sai {{z}} = {{z}} e, sucessiva-
mente, {z} = {z}, z = z. Logo, x =y = z = w. No caso em que x # y, tem-se
necessariamente {z,y} = {z,w} e z # w. Como {z} é singular e {z,w} nao é,
infere-se que {z} = {z}. Logo « = 2. Ora, y € {z,y} = {z,w} = {z,w}. Vem
Yy = w. O

4. O axioma da uniao diz que dado um conjunto z existe um conjunto cujos
elementos sao exactamente os elementos de elementos de z. Em simbolos,
existe o conjunto {z : Jv(v € zAx € v)}. Pelo axioma da extensionalidade
este conjunto é inico. Denotamo-lo por | z.

O conjunto | J{x,y} denota-se habitualmente por z U y.
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Exercicio 53. Mostre que a classe de todos os conjuntos singulares € uma classe
propria.

Uma func¢ao f é um conjunto de pares ordenados com a seguinte propriedade:

(z,y) € fA(z,2)Ef—y=-=2

O dominio da fungao f, denotado por domf, é o conjunto {z : Jy (x,y) € f}.
Note-se que este conjunto existe por separagao, pois é o conjunto

{reUUS: Iy (z,y) € f}

Dada f uma funcao e x € domf, existe um e um sé elemento y tal que (z,y) € f:
como é costume, este elemento denota-se por f(z). A imagem da fungao f,
denotada por imf, é o conjunto {y : Jz (z,y) € f} (este conjunto existe por
separagao: exercicio). Como se sabe, uma funcéo diz-se injectivasse se verifica
o seguinte condicional: f(z) = f(y) — = = y. Com estas defini¢des nao faz
sentido definir a nogao de sobrejectividade. Para que isso faga sentido tem que
se especificar um conjunto de chegada B. Por vezes apresentam-se as fungoes
especificando um conjunto de partida A, um conjunto de chegada B e a funcao
propriamente dita f (i.e., o conjunto dos pares ordénados), em que domf = A.
Diz-se entao que f é uma funcdo de A em B e.escreve-se f : A — B. Nestas
circunstancias ja faz sentido dizer que f é sobrejectiva: ¢é dizer que imf = B. H4
quem reserve o termo ‘aplica¢ao’ quando se especificao conjunto de chegada (o
conjunto de partida é, automaticamentes/dom, ), enquanto.que o termo ‘fungao’
ficaria adstrito apenas ao conjunto dos pares ordenados. Nas presentes notas
usamos indiferentemente a termineologia ‘funcao’ e ‘aplicagao’, sendo claro pelo
contexto aquilo a que nos referimos.

5. O axioma das partes diz que dado um conjunto z existe um conjunto
cujos elementos sao exactamente os subconjuntos de z. Em simbolos,
existe o conjunto. {z « & C z}. /Pelo axioma da extensionalidade este
conjunto é tnico. Como tem sido feito, denotamo-lo por & (z).

Dados conjuntos’d e B, o produto cartesiano A x B é o conjunto {(z,y) :
x € ANy eB}. Este conjunto existe por separagao pois é o conjunto

{ue 2(P(AUB)): JxFy(x € ANy € BAu=(x,y))}.

Exercicio 54. Dados conjuntos A e B, mostre que existe o conjunto AP de
todas as funcoes-de B para A.

Exercicio 55. Dado um conjunto A e R C A x A uma relagao de equivaléncia
em A, mostre que existe o conjunto cociente A/R.

Nenhum dos axiomas até agora garante a existéncia de conjuntos infinitos.
Ora, é essencial que existam conjuntos infinitos em Matematica, pois as suas
estruturas centrais — os nimeros naturais e os nimeros reais — sao infinitas. O
que vao ser os nimeros naturais em teoria dos conjuntos? Ha varias maneiras de
responder a esta questao, mas uma — devida a von Neumann — é particularmente
perspicaz (e, além disso, generaliza-se de modo a se obter os nimeros ordinais).
Vamos tomar cada nimero natural como o conjunto dos seus predecessores.
Deste modo, o ndmero zero é o conjunto vazio ). O ndmero 1 é o conjunto
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{0}. O ntimero 2 é o conjunto {0,1}, o 3 é o conjunto {0, 1,2}, etc. Em geral,
o sucessor do nimero n é o conjunto n U {n}. O seguinte axioma garante que
todos estes “numeros” se podem aglomerar num conjunto:

6. O axioma do infinito diz que existe um conjunto I que tem o conjunto
vazio () como elemento e que, sempre que tem um elemento x entao também
tem o elemento x U {z}. Le., existe um conjunto I tal que

pelnvVz(zel -zU{z}el).

Um conjunto que verifica a condi¢ao acima diz-se indutivo com respeito a
() e & operagdo x ~» x U {x}. Nesta terminologia, o axioma do infinito. diz
que existe um conjunto indutivo.

E facil de ver que podemos tomar a intersecgao de todos os conjuntos in-
dutivos. Com efeito, fixe-se I um conjunto indutivo. . A interseccdo procurada
obtém-se agora por separagao. E o conjunto

{z € I :VX(X é indutivo — z € X)}.

Por extensionalidade, este conjunto é Unico e denota-se por w. Claramente, w é
indutivo. Além disso, w é o menor conjunto nestas condigoes:

VX0 e X AVu(ue X -uU{u} € X) —w C X).

Denote-se por S(z) o conjunto zU{z}. Podemos ver S comouma fungao de
w para w, nomeadamente como o conjunterde pares ordenados {(z,y) € w X w :
y=azU{z}}.
Lema 6. Sexz € w ey € x entao y C x.

Demonstragao. Vamos mostrar que X := {z € w : Vy(y €  — y C z)}
¢ um conjunto indutivo, o que nos resolve .o problema. Claramente, } € X.
Suponhamos que =z € X. Sejay € S(z). Sey € xz entdo y C x e, a fortiori,
y C S(x). Caso y = x, tem-se imediatamente, y C S(z). O

Exercicio 56. Mostre que se &€ w entdo v C w.
Proposicao 46. O triplo (w;.S,0) é uma estrutura de Dedekind-Peano.

Demonstracgao. Claro que S(z) # 0, pois © € S(x). A terceira propriedade
das estruturas de Dedekind-Peano é imediata. Finalmente, suponhamos que
z,y € w e S(z) =.5(y). Suponhamos, com vista a um absurdo, que z # y.
Como y € S(y) sal g€z U {z}. Logo, y € x. Pelo lema anterior, y C . Por
um argumento simétrico, também se conclui que = C y. Logo = = y. O

Com este resultado fechamos um circulo. O leitor pode convencer-se de
que o desenvolvimento dos sistemas numéricos (ndmeros inteiros, racionais e
reais) que efectudmos se pode formalizar na teoria de Zermelo constituida pelos
seis axiomas discutidos. Um dos mais pasmosos legados da matemaética do
primeiro quartel do século passado é o facto de toda a matemadtica usual se
poder formalizar num sistema dedutivo com apenas estes axiomas, juntamente
com o axioma da escolha.

De agora em diante, quando falarmos de nimeros naturais estamos a referir-
nos aos elementos de w.

Exercicio 57. Mostre que, na estrutura de Dedekind-Peano (w,S,0), se tem a
equivaléncia: © € y — = < y. Conclua que se x € w, entdo v ={y € w:y < x}.



Chapter 17

A teoria ZFC

No capitulo anterior distinguimos entre conjuntos e classes/préprias. Estas
ultimas correspondem a propriedades bem-determinadas (dadas por férmulas)
que nao dao origem a conjuntos. Para o que se segue devemos distinguir entre
fungoes (conjuntos de pares ordenados) e, a falta de melhor nome, operacoes.
Uma operacao (unéria) é dada por uma propriedade (bindria) bem-detérminada
P(z,y) para a qual se tem Vz3'y P(x,y). Por exemplo, a operacao que a cada
conjunto x faz corresponder o conjunto singular {z} advém da propriedade
P(z,y) dada pela férmula Vz(z € y < z = ). Note que ndo pedemos considerar
a operacao x ~» {x} como sendo uma fun¢do — um determinado conjunto de
pares ordenados — pela simples razao que o seu ‘dominio” é a classe universal.
H4 muitos exemplos de operagoes aiteis: x ~~ |z, &~ P (z), etc.

Exercicio 58. Mostre que z~~ {z € x : 2.¢ 2z} /€ uma operagdo que associa a
cada conjunto x um conjunto que nao é seu elemento.

Por vezes, convémy considerar operagoes restritas a uma certa classe. Nao
se perde generalidade por considerar o.dominio da operagao o universo inteiro,
pois uma operacao definida-apenas numa sub-classe do universo pode estender-
se facilmente a tode-o universo (p. ex., fazendo corresponder o conjunto vazio
aos conjuntos-fora da sub-classe dada). Também se podem considerar operagoes
bindrias (poliadicas, em geral), tais como z,y ~ {z,y} ou x,y ~ z X y.

7.0 axioma da substituicao diz que dada uma operagdo =z ~ F(x) e
um conjunto/A, a imagem F[A], constituida pelos elementos que sdo da
forma F'(z) para algum 2 € A, é um conjunto. Assim, o axioma permite
formar o conjunto {y : 3x € A (y = F(x))} ou, noutra notagao, o conjunto
{F(«) : = € A}. Dito de outro modo (o qual explica o nome do axioma):
se'se substituir cada elemento x dum dado conjunto A por F(x) obtém-se
ainda assim um conjunto.

Nas condigoes das hipdteses do axioma da substituicao, podemos formar o
congunto {z € A x F[A] : J2TJy(z = (z,y) ANy = F(x))}. De facto, este conjunto
é uma funcgao: aquela que a cada elemento x de A faz corresponder o elemento
F(z). Note-se que esta funcao existe porque o axioma da substituigdo garante
que F[A] é um conjunto. Se nos permitirmos liberdades de expressao, podemos

46



A teoria ZFC 47

enunciar o axioma da substituicao do seguinte modo: uma operacao restrita a
um conjunto é uma fungao.

O axioma da substituigao foi formulado por Abraham Fraenkel nos anos
vinte do século passado e constitui um novo principio, independente dos até
agora formulados. Como veremos, este axioma desempenha um papel essencial
no desenvolvimento da teoria dos ordinais de von Neumann.

Exercicio 59. Mostre que, na presenca do axioma da substituicdo e do axioma
do conjunto vazio, o axioma da separacdo € redundante.

Exercicio 60. Mostre que, na presenca dos azxiomas até agora discutidos, o
azxioma do par € redundante.

A seguinte consequéncia do axioma da substitui¢ao é muito 1til:

Proposicao 47. Seja x ~ F(x) uma operagio e C' uma classe propria. Supo-
nhamos que F € injectiva em C. Entao F[C| também é uma classe prépria.

Demonstragao. Suponhamos, com vista a um absurdo, que se pode formar o
conjunto

z:={y:3x(C(x) NF(z) =y)}.

Defina-se a operagdo y ~~ G(y) que, nos elementos y do conjunte z faz corres-
ponder o dnico elemento x de C' tal que F(z) = y (nos restantes conjuntos faz
corresponder o conjunto ). Pelo axioma da substitui¢do, G[z] é um conjunto.
Mas os elementos de G|z] sdo exactamente os elementos que estao na classe C'.
Isto contradiz a hipétese de que C.é uma classe prépria. O

Serd que podem existir conjuntos z tais que z € 27 Ou, mais geralmente,
conjuntos &, Yo, Y1, --- ,Yn—1 em “circulo” v € ysg €y1 € ... € yp—1 € x?7 Como
iremos discutir mais tarde, o0 seguinte axioma espelha a denominada “visao cu-
mulativa” do universo dos conjuntos. Além disso, impede os casos “patolégicos”
referidos:

8. O axioma da fundacao diz que dado um conjunto nao vazio = existe um
elemento y € = tal que z Ny = . Numa forma mais mnemdnica: todo o
conjunto nao vazio temum elemento minimal para a relagao €.

Exercicio 61. Mostre que, com o axioma da fundacdo, os casos patolégicos
deseritos acima nao se podem dar.

Exercicio 62. Um conjunto x diz-se mal-fundado se existir uma func¢do f de
dominio w tal que, f(0) = x e, para todo n € w, f(n+ 1) € f(n). Mostre que,
na presenca do axioma da fundacdo, nao existem conjuntos mal-fundados.

Os axiomas (1) a (8) acima constitutem a teoria ZF de Zermelo-Fraenkel. A
teoria ZFC obtém-se de ZF adicionando o axioma da escolha (o ‘C’, de choice,
da sigla ‘ZFC’). A nossa formulacao oficial deste axioma é:

9. O axioma da escolha diz que dados conjuntos X e Y e P C X XY entao
Vo € XJy € Y[(x,y) € P] — 3f € YXVz e X|[(a, f(z)) € P).

Este axioma abrevia-se pela sigla AC.



A teoria ZFC 48

Exercicio 63. Mostre que em Z o axioma da escolha € equivalente a existéncia
de funcoes escolhas para todos os conjuntos.

Exercicio 64. Mostre que em Z o axioma da escolha € equivalente a existéncia
de conjuntos de representantes para as relagoes de equivaléncia.

O axioma da escolha numerdvel, de sigla AC,,, é o caso particular do axioma
da escolha em que X é w:

Vnewdy e Y[(n,y) € P] — If€eY“Vnecw|(n, f(n)) € P).

O axioma das escolhas dependentes, de sigla DC, é o postulado que diz-que;,
dados X um conjunto, a € X e P C X x X tais que Vz € X3y € X [(z,y) € P],
entao existe uma funcao f:w — X tal que:

fO)=aAVnewl[(f(n), f(n+1)) € P|.

Exercicio 65. Mostre que na presenca de DC, o arioma da fundacdo é equiva-
lente a inexisténcia de conjuntos mal-fundados (ver um exercicio acima para a
terminologia e para uma das direcgoes).

Proposigao 48. A teoria Z demonstra as implicagées: AC.— DC — AC,,.

Demonstragao. Admita-se AC. Sejam dados X, @€ X e P C X x X tais que
Vr € X3y € X[(x,y) € P]. Pelo axioma'da escolha, tome-se ex uma funcao
escolha para X. Define-se f : w — X por recursao do seguinte modo: f(0) = a
efin+1)=ex({{y € X : (f(n),y) € P}). Claramente; f satisfaz os requisitos
pretendidos.

Suponhamos agora DC e admitamos o antecedente de AC,. Tome-se X =
w X Y e defina-se a relacdo @ C X x X por

Q:={((n,y),(m,2)) eX x X :m=n+1A(m,z) € P}.

Claro que Va € X3b € X[(a,b)»€Q]. Fixe-se yo € Y com (0,y9) € P. Por
DC, existe h : w = X tal que h(0) = (0,y0) e (h(n),h(n + 1)) € Q, para todo
n € w. Por construcao, h(n) € P, para todo n € w. Seja h(n) = (hi(n), ha(n)).
Ora, vé-se facilmente por indugdo que h; é a funcdo identidade. Logo, ho é a
funcao desejada. O

O axioma da escolha AC é consistente relativamente a ZF. Isto quer dizer
que se o sistema axiomdtico ZF é consistente, entdo ZFC também é consistente.
Este resultado é consequéncia dos trabalhos de Gédel em 1938. A demonstracao
de Gédel é do mesmo género das demonstragdes de consisténcia das geometrias
nao-FEuclideanas relativamente a geometria Euclideana. Por exemplo, o disco de
Klein mostra que se podem interpretar os termos primitivos da geometria planar
Euclideana de modo a mostrar que os axiomas da geometria de Lobatchevski
valem no disco de Klein. Assim, se aceitarmos a consisténcia da geometria
Euclideana, necessariamente temos que aceitar a consisténcia da geometria de
Lobatchevski. De modo semelhante, Gédel define um modelo interno em ZF a
que deu o nome de universo construtivel e mostrou, em ZF, que a axiomatica
ZFC vale no universo construtivel, obtendo assim o resultado de consisténcia
relativa ha pouco mencionado.
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Com os resultados de Godel ficou ainda em aberto a possibilidade de ZF
demonstrar o axioma da escolha. Apenas na sequéncia dos trabalhos de Co-
hen em 1963, inventor duma técnica de construcao de modelos da teoria dos
conjuntos conhecida por método do forcing, se demonstrou (através de modelos
simétricos) que as teorias

ZF + -AC,, ZF +AC, + -DC, ZF +DC + -AC

sao teorias consistentes relativamente a ZF.
As demonstracoes destes resultados requerem técnicas de Légica Matematica
e nao cabem numa introdugao a teoria dos conjuntos.
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Boas ordens

Defini¢ao 11. Uma boa ordem € uma ordem total estrita (X, <) talque todo
o subconjunto nao vazio de X tem minimo para a relacao <:

O conjunto dos nimeros naturais w munido da ordem usual (que, nos nimeros
naturais de von Neumann, é dada pela relagao de pertenga) constitui uma boa
ordem. Para todo o nimero natural de von Neumann n € w, n.munido da
relagdo de pertenga é uma boa ordem finita. /Dada uma boa ordem (X, <) e
dado p ¢ X, podemos definir a seguinte boa ordem < em X U{u}:

x=<y o (pyyeXAz<y V(e XAy=u).

Informalmente, a ordem (X U {u}, <) obtém-se de (X, <) colocando um novo
elemento p “a frente” de todos.os elementos de X.
A seguinte boa ordem vai ser 1til mais tarde:

Proposigao 49. Seja (X, <) uma boa ordem. Defina-se a relagio <g em X x X
em que (z,y) <g (zs4"). se, e somente se:

[max(z,y) < max(@,y)] V [max(z,y) = max(z’,y') ANz < 2]
V[max(z,y) = max(z',y') Az =2’ ANy < ¢']

A relacao <g é wma boa-ordem, denominada de ordem de Godel em X x X.

Demonstragao. E fécil de ver que <¢ é uma ordem total. Seja Z um subcon-
junto nao vazio de X x X. Considere-se o seguinte subconjunto nao vazio de
X

{we X : 3x,y ((z,y) € Z Amax(z,y) =w)}.

Tome-se wy o minimo elemento deste conjunto. Considere-se agora o sub-
conjunto nao vazio de X:

{re X :Jy((x,y) € Z Amax(z,y) = wp)}.

Tome-se £y o minimo elemento deste conjunto. Finalmente, tome-se o subcon-
junto nado vazio de X: {y € X : (zo,y) € Z A max(xg,y) = wo}. Seja yg o
minimo elemento deste conjunto. Pode agora argumentar-se sem dificuldade
que (g, Yyo) é o menor elemento de Z para a ordem <g. O
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Toda a boa ordem nao vazia (X, <) tem um elemento minimo, geralmente
denotado por Ox, ou simplesmente por 0. Dado um elemento x de X que nao
seja maximo, podemos considerar o minimo do conjunto {z € X : z < z}. A
este elemento chama-se o sucessor de x e denota-se por Sx(x) ou, quando nao
h4 ambiguidade, por S(z).

Exercicio 66. Nas condicées acima, mostre que w < S(x) se, e somente se,
w < x.

Um elemento z duma boa ordem (X, <) diz-se um elemento limite se ndo
for o elemento minimo nem for um elemento sucessor.

Exercicio 67. Nas condigcoes acima, mostre que = € limite se, e somente se,
O0<zeVz(z <z — Jw(z<w< ).

Recorde a definicado de segmento inicial do Capitulo 6. Se y € X, entao o
conjunto X, definido por {z € X : z < y} é um segmento inicial de (X, <).

Proposigao 50. Seja (X, <) uma boa ordem e I um segmento inicial préprio
de X (i.e., I ndo € todo o X). Entio existe y € X tal que I =X,.

Demonstragao. Como I C X, tome-se yg o elemento'minimo de X\ I, Vamos
argumentar que I = Xo,,. Se z ¢ I, vem yo < = por minimalidade de yo. Logo,
x ¢ X<y,. Reciprocamente, se yo < z, nao se/pode ter x € I pois entao viria
yo € I por definicao de segmento inicial. O

Exercicio 68. Seja (X, <) uma boa ordem que tenha elementos limite. Seja
x o menor elemento limite de X. Mostre que X, €,.de forma natural, uma
estrutura de Dedekind-Peano.

Definicao 12. Sejam (X, <).e(¥;<) duas boas ordens. Diz-se que uma fungdo
f: X — Y € estritamente crescente se,

Ve, o' € X(xz < a’ — f(z) < f(z')).

Nao ¢é dificil de argumentar que se f-é'estritamente crescente entao f é injectiva
e tem-se mesmo o bicondicional Vz, 2’ € X (z < 2’ < f(z) < f(2)).

Proposicae51. Seja f : X — X uma fungdo estritamente crescente duma boa
ordem (X, <) para si prépria. Entdo, para todo x € X, x < f(x).

Demonstragao. Admitamos, com vista a um absurdo, que existe z € X tal
que f(z) < . Tome-se zp minimo nestas circunstancias. Seja yo = f(xg). Note
que yo < xo €, por monotonicidade estrita, f(yo) < yo. Ora, isto contradiz a
minimalidade de xg. O]

Corolario8. Seja (X, <) uma boa-ordem e f : X — X wma fungao estrita-

mente crescente. Entdo imf ndo estd contida num segmento inicial proprio de
X.

Definicao 13. Um isomorfismo entre boas ordens (X, <) e (Y, <) € uma bi-
jecgao f : X — Y estritamente crescente. Duas boas ordens (X, <) e (Y, <)
dizem-se isomorfas se existir um isomorfismo entre elas, e escreve-se (X, <) =,
(Y, <), ou simplesmente X =, Y desde que as boas ordens estejam implicitas.

Corolario 9. Nenhuma boa ordem € isomorfa a um seu segmento inicial préprio.
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Inducao e recursao
transfinita

Como ja vimos, existem principios de indugdo e recursao na estrutura dos
nimeros naturais. As boas ordens sdo estruturas para as quais estes principios,
devidamente adaptados, também se aplicam.

Proposigao 52 (Principio da inducao transfinita). Seja (X, <)uma boa ordem
e Z um subconjunto de X. Se, para todo o elemento v € X, se tiver o condicional
My <z(y € Z)) — x € Z (condicdo de progressao), entio’Z = X.

Demonstracao. A demonstragdo € andloga ao principio da inducido completa
em w, usando a existéncia de minimos de conjuntos nao vazios. O

Teorema (Principio da recursao transfinita). Seja (X, <) uma boa ordem
ew,y ~ F(w,y) uma operacdo bindriabem-determinada. Entdo existe exacta-
mente uma funcao h de dominio X que verifica a sequinte propriedade recursiva:
para todo x € X,

h(z) = F(h'[x_g@).

Demonstracao. Considere-sé o conjunto Z dos elementos z € X para os quais
existe uma fungao o, de dominio X, U {z} tal que

o:()= Flos Ix_, ),

para todo x <'z. Esta func@o é necessariamente unica. Com efeito, dada
também uma fun¢ao 6. de dominio X, U {z} tal que 7.(z) = F(6.|x_,,2),
para todo & < z, vé-se imediatamente por indugao transfinita em x que, para
todo = < z, se tem o,(x) = 5,(x).

Vamos ver que este conjunto Z é todo o X. Se nao fosse, existiria um
elemento minimo zg que nao estaria no conjunto. Pelo axioma da substituigao,
existe o conjunto {0, : z < 29}. Trata-se de um conjunto de fungdes em cadeia
(i.e., dadas duas fungées neste conjunto, uma delas é subconjunto da outra).
A unido deste conjunto, que designamos por f, é uma fun¢do cujo dominio é
{z € X : z < z}. Por construcdo, f(z) = F(f [x_,,x), para todo € domf.
Assim, o conjunto fU{(zo, F'(f, 20))} é uma fungao de dominio X ., U{zo} que
verifica a propriedade de recursao, o que contradiz a definicao de zg.
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Definimos, pois, uma operacao z ~+ o, em todo o elemento z de X. Pelos
axiomas da substituicao e da uniao, | J,. y 0. é um conjunto e, claramente, uma
funcao de dominio X. Claro que esta é a funcao h desejada.

A unicidade da fungao h é clara por inducao transfinita. O

Quando aplicamos o principio da recursao transfinita a w obtemos facilmente
uma generaliza¢ao do principio da recursao dos nimeros naturais:

Corolario 10. Fize-se a um conjunto e seja x© ~» F(x) uma opera¢do bem-
determinada. Entao existe exactamente uma funcdo h de dominio w tal que
h(0) = a e, para todo n € w, h(n+ 1) = F(h(n)).

Exercicio 69. Justifique rigorosamente o coroldrio anterior.

Exemplo. Dada a operacao = ~ £ (z), pelo coroldrio anterior existe uma
fungao f de dominio w tal que f(0) =w e f(n+1) = Z(f(n)). Intuitivamente,
imf é o conjunto {w, Z(w), (¥ w)),...}.

O corolario anterior tem uma aplicagao tedérica importante pois permite
definir o fecho transitivo dum dado conjunto.

Definicao 14. Um conjunto x diz-se transitivo se=sempre que y. € x entao
y Cx.

O conjunto {{@}} nao é transitivo. Pelo/Lema 6, os elementos de w sao
conjuntos transitivos. Pelo exercicio 56, w.é um conjunto transitivo.

Exercicio 70. Mostre as sequintes propriedades:
(a) Se x é um conjunto transitivo entdo S(x) também € transitivo.
(b) Se x ey sao conjuntos transitivos entdo x My também € transitivo.
(c) Se x € um conjunto transitivo entdo P (x) também € transitivo.
(d) Se cada elementordum conjunto X' é transitivo, entdo |J X € transitivo.

Definicao 15. Fize-se @ um conjunto. Define-se por recursio TCy(z) = =
e TChi1(z) = | TCH(x). O fecho transitivo de x, denotado por TC(x), € o
TC,(x).

conjunto \Jyew

O Corolério’ 10°é aqui usado atrvés da operagido x ~» |Jz. Intuitivamente,
TC(z) ézUJzUUYx U JUUz U... constituido pelos elementos de z, os
elementos dos elementos de z, os elementos dos elementos dos elementos de x
e por al adiante. Rigorosamente, dado um conjunto z, se denotarmos por f a
fungdo que a cada nimero natutal n faz corresponder o conjunto T'C,, (), entao

TC(z)é J.imf.

Proposigao 53. Dado um conjunto z, TC(x) € um conjunto transitivo tal que
x C TC(x). Além disso, se z é um conjunto transitivo tal que x C z, entdo
TC(x) C z.

Demonstragao. Claramente, x C TC(z). Seja y € TC(x) e considere-se
w € y. Para algum n € w tem-se y € TC,(z). Logo w € JTCp(z), ie.,
w € TCpi1(x) e, portanto, w € TC(x). Para a segunda parte, demonstra-
se facilmente, por inducdo em n, que TC,(xz) C z, para todo n € w. Logo,
TC(x) C z. O
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Ordinais de von Neumann

Definicao 16. Um ordinal de von Neumann ou, simplesmente, um ordinal, €
um conjunto transitivo « tal que, para quaisquer elementos diferentes x e y de
a, setemxT €Y ouy € T.

Na teoria dos conjuntos, usualmente reservam-se as letras mintsculas do
inicio alfabeto grego para denotar ordinais. O seguinte é um exercicio:

Proposicao 54. Tém-se as sequintes propriedades.
(a) O é um ordinal (também se escreve ) em vez de ().
(b) Se o é um ordinal, entao S(o). € um ordinal.
(c) Se a e B sao ordinais, entao o N B. € um ordinal.

Note que todo o elemento de w é um ordinal-€¢ que o préprio w é um ordinal.
Dado um ordinal «, podemos considerar a relagao {(z,y) € @ X a: € y} em
a, a que chamamos a relacao de ‘pertenga’ em «.

Proposigao 55. Um ordinal munido-da relagao de ‘pertenca’ constitui uma boa
ordem.

Demonstragao. Seja dado @ um ordinal. A relacdo de ‘pertenga’ em « é
anti-reflexiva pelo axioma.da’fundacao e é tricotémica por definigao de ordinal.
Para ver que éuma ordem total basta ver que é uma relagao transitiva. Sejam
T,y;z € @ com T € y ey € z. Pelo axioma da fundagao nao se pode ter z = z.
Logo, por definicao de ordinal, z € z ou z € . Novamente pelo axioma da
fundacdo, z € & éimpossivel. Resta x € z.

Finalmente, temos que ver que todo o subconjunto nao vazio X de a tem
elemento minimo para a relagao de ‘pertencga’. Pelo axioma da fundagao, seja
z € X tal que x N X = (. Vamos ver que = é o elemento minimo de X para a
relacao de ‘pertenca’. Tome-se y € X com y # x. Visto que x N X = ), nao se
pode ter y € x. Resta x € y, como se queria. O

Corolario 11. Todo o elemento dum ordinal ¢ um ordinal.

Demonstragao. Seja a um ordinal e x € a. Como « é um conjunto transitivo
e a relacao de ‘pertenca’ em « é transitiva, x é um conjunto transitivo. Por sua
vez, o facto de que x é subconjunto de « claramente implica que quaisquer dois
elementos de x sao comparaveis com respeito a relacao de ‘pertenca’. O
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De ora em diante em diante, quando tratarmos um ordinal o como uma boa
ordem, consideramo-lo munido da relacao de ‘pertenca’.

Lema 7. Sejam « e (8 ordinais. Entdo, (3 ; a se, e somente se, B € a.

Demonstragao. Suponhamos que [ g «. Por transitividade de 3, § é um
segmento inicial de a. Logo, existe € « tal que 8 = {z € a: z € z}. Mas,
claramente, {z € a : z € £} = x. Logo, 8 € a. O reciproco é imediato por
transitividade de a e por fundagao. O

Proposicao 56. Sejam a e (8 ordinais diferentes. Entdo o € B ou [ € .

Demonstragao. Sejam « e 3 ordinais diferentes. Se o C 3, entao pelo lema
anterior, a € 3. Se 3 C «, vem 3 € . Caso contrario, aNB G aeanp G f.
Ora, a N B é um ordinal. Logo, pelo lema anterior, vem aNB € v e a NP € S.
Vem anN g € an g, o que é impossivel pelo axioma da fundacao. O

Corolario 12. Se o # 3 entdo a #, (.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, § € «. Sai 3 ; a. Claramente,
[ é um segmento inicial préprio de « e, portanto, nae-é isomorfo a . O

Seja Ord a classe dos ordinais. Pelo que vimos, a relagao de ‘pertenga’ em
Ord tem as propriedades de ordem total. Comummente, para ordinais « e (3,
escreve-se a < 3 em vez de a € 3. Pelo Lema 7, tem-se a < 3 se, e somente
se, a C (3. Note que, & semelhanca dos ordinais de von:Neumann finitos, cada
ordinal « coincide com o conjunto dos seus predecessores, i.e., « = {§: § < a}.

Exercicio 71. Se X € um conjunto de ordinais entdo | ) X é um ordinal. Mostre
que |JX € o menor dos ordinaissque magoram X (dito de outro modo, todo o
conjunto X de ordinais tem/ supremo sendo esté supremo o ordinal | J X ).

Proposicao 57 (Burali-Forti). A classe Ord é uma classe propria.

Demonstragao. /Se Ord fosse um.conjunto entao, pelo que vimos, Ord seria
um ordinal de von Neumann.. Viria Ord € Ord, o que contradiz o axioma da
fundagao. O

Corolario 13. Seja Cuma classe de ordinais tal que Ya3p(a < B A C(5)).
Entao C é uma classe propria.

Demonstragao. Suponhamos que C' é um conjunto z. Vamos ver que o
conjunto | Jz éeonstituido por todos os ordinais, o que é um absurdo. Com
efeito, dado a um ordinal qualquer, tome-se 3 tal que @ < 8 e C(33). Logo,
a€BABEZ Saiaelz. O

Coroldrio 14. Seja dada uma operagao x ~ F(x) com wvalores nos ordinais.
Fize-se A um conjunto. Entao 30Vx € A (F(x) < f).

Demonstragao. Pelo axioma da substitui¢do pode formar-se o conjunto F[A]
dos ordinais da forma F(z), com = € A. Pelo coroldrio anterior, existe um
ordinal 8 que majora este conjunto. O

Lema 8. Seja C uma sub-classe ndao vazia da classe dos ordinais. Entao C tem
elemento minimo.
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Demonstragao. Tome-se a« em C. Se « é elemento minimo de C, ja temos o
que queremos. Caso contrério, considere-se o conjunto néo vazio {z € o : C(x)}.
Este conjunto tem elemento minimo como subconjunto da boa ordem «. Este
elemento minimo € o elemento desejado. O

O seguinte resultado é consequéncia imediata do Lema 8:

Proposig¢ao 58 (Principio da indugdo transfinita nos ordinais). Seja C' uma
classe de ordinais. Se

(Condigao de Progressao) Va((V6 < a C(B)) — C(a)),
entdo C € a classe de todos os ordinais.

Os ordinais sao de trés tipos. Existe o ordinal 0. H&, também, os ordinais
sucessores, i.e., ordinais da forma S(f) para algum.ordinal §. Os restantes
ordinais sao os ordinais limite.

Exercicio 72. Seja o um ordinal limite. Mostre que supa =a. O que se passa
quando o ndo € ordinal limite?

E qtil ter o principio da indugao transfinita nos-ordinais na seguinte forma:
Corolario 15. Seja C uma classe de ordinais< Se

1. C(0)

2. Va(C(a) — C(S(a)))

3. Va < v C(a)) — C(7), para ~y ordinal limite,
entao C € a classe de todos0s ordinais.

Demonstragao. Basta observar que as condigoes acima implicam a condigao
de progressao. O

Proposicao 59 (Principiorda recursao transfinita nos ordinais). Seja w,a ~»
F(w,a) uma operagdo bindria bem-determinada. Entdo eriste uma operagio
a ~ H(a) tal.que, para todo o ordinal a:

H(a) = F(H |, ),
onde H [, € a fungdo que se obtém ao se restringir a operacao dada por H ao
conjunto .
Observacgao. Note que H [, € uma funcdo gracas ao Axioma da Substitui¢do.

Demonstragao. Dado que cada ordinal o é uma boa ordem, pelo principio da
recursao transfinita para boas ordens, existe uma tunica fungao h, de dominio
« tal que, para todo 8 < a:

ha(B) = F((ha) 1, 8) = F(hg, B),

a ultima igualdade justificada pela unicidade das funcoes hg. Definimos, pois,
uma operagao a ~ hy. Agora toma-se simplesmente a operagao a ~> g hg(q) ().
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No teorema anterior também se admite que a operacao dada por H dependa
de parametros, i.e., a operacdo pode ser da forma w,y ~ H(w,y,p), onde p é um
valor fixo. Se, por sua vez, w,y,p ~~ H(w,y, p) é uma operacao terndria, ou seja,
para cada pardmetro p a operagao bindria w,y ~~ H(w,y,p) estd bem definida,
entdo a operagao correspondente a ~» F,(a) é dada por uma férmula com
parametro p, como facilmente se constata pela demonstracao. Ou seja, neste
caso temos uma operacao bindria o, p ~» Fp(a). Claro que estas consideracoes
também se aplicam a mais do que um parametro.

E conveniente ter o principio da recursao transfinita na seguinte forma:

Coroldrio 16. Fize-se um conjunto a e sejam z,ca ~ G(z,a) e w,y ~ H(w,)
operagées. Entdo existe uma operacao a ~~ F(«) definida nos ordinais tal que:

F(0) = a
F(5(a)) = G(F(a),)
F(v) = H(F |y,7), se € ordinal limite

Demonstragao. Basta aplicar a Proposigao 59 a operagao J definida assim:

a sea =0
w,a~j5 < Gw(B),B) seaédaforma S(f)
H(w,a) se « é ordinal limite
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Aritmética ordinal

Proposicdao 60 (Soma ordinal). Eziste uma operagdo bindria o, B ~> « + f3
definida nos ordinais e tomando valores nos ordinais tal que:

a+0 = «
a+S(B) = Sla+p)
a+y = sup{a+ 0 : 0 <7}, sey € ordinal limite

Demonstragao. Define-se a soma ordinal por recursao transfinita em 3, com
pardmetro «. Dado que a operagdo x ~% sup x nao estd definida sempre (faz
sentido apenas em conjuntos de ordinais), devemos substituir a terceira cldusula
por J{a+ B : 8 < v}. Nestas circunstancias, temos uma defini¢ao correcta por
recursao transfinita. Agora, a posteriori, vé-se (imediatamente) por indugao
transfinita, que esta operacao-toma afinal sempre valores nos ordinais. O

Adoptamos as terminologias usuais. Assim, 1 é por definicao S(0). Vem,
claramente, S(a) = a + 1, para qualquer ordinal «. Note que a soma ordinal
nao é comutativa. Por exemplo, 1+ w =sup{l+n:ncwl=w#w+1.

Vamos ilustrar o método da demonstragao por indugao transfinita com a
propriedade associativa‘da adigao dos nimeros ordinais.

Lema 9. _Sejam «, (8 e v ordinais tais que o < 3. Entdo, v+ o < v+ 3.

Demonstragao. Fixemos v e a. Vamos demonstrar, por indugao transfinita
em, o condicional @ < § — y+a < v+ 3. O caso f = 0 é trivial. Se 8= S5(9)
el < (3, entdo a < § ou a« = §. No primeiro caso, por hipdtese de inducao
transfinita, y+ @< v+ 0 < S(y+9) = v+ S(6) = v+ §. No segundo caso,
yrta=y+5<S(y+0)=v+S50)=~v+0.

Resta discutir o caso em que 3 é ordinal limite. Ora, se o < 3 entao existe
n tal que o < n < (. Por hipdtese de indugao transfinita, v + a < v+ n. Por
definicao de soma ordinal, v +n < v + (. Isto mostra o que se quer. O

Exercicio 73. Mostre que se v+ a < v+ 3 entdo a < 3.

Exercicio 74. Mostre que se v+ a = v+ 3 entao a = 3. O resultado ainda
serd verdade com as parcelas trocadas?

Exercicio 75. Suponha que o < (3. Mostre que existe um unico ordinal 7y tal
que o+ v = (.
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Lema 10. Se~y € um ordinal limite entao, para todo o ordinal o, a+y também
€ um ordinal limaite.

Demonstragao. Visto que 0 < v, vem a« +0 < o+ . Logo a + v nao é o
ordinal nulo. Seja agora ¢ < a + . Por definicao de soma ordinal, existe n < -y
tal que § < o+ n. Claro que a + 7 esta entre 6 e  + 7. O

Proposigao 61. Para todos os ordinais a, 3,7 tem-se (a+0)+v = a+ (B+7).

Demonstragao. Fixam-se a e 3 e mostra-se a igualdade por inducao transfinita
em . O caso 7 =0 é claro. O caso sucessor também é ficil de verificar:

(a+B)+5(7) = S((a+B)+7) = Sa+(8+7)) = a+S5(B+7) = a+(B+5(7)),

onde a segunda igualdade se justifica por hipétese de inducao transfinita. Su-
ponhamos agora que v é ordinal limite e que, para todo § < 7 se tem

(a+pB)+d=a+(B+9).

Dado 6 com 6 < 7, pelo Lema 9 tem-se 46 < S+v e a+(5+9) < a+(G+7).
Logo, (¢ + 8) +d < a+ (8 + 7). Pela arbitrariedade.de ¢ e por definigao de
soma ordinal conclui-se a desigualdade (a4 8) +7 < a+(8+ 7).

Reciprocamente, tome-se § arbitrario tal que § < (4. Vamos ver que
a+0 < (a+ f)++. Dada a arbitrariedade de 0 e a definigao de some ordinal
(atendendo a que 3+ v é ordinal limite), sai a outra desigualdade. Entao, dado
que § < B8+ 7, por definicao de soma ordinal, tome-se 1 <’y tal que § < 5+ 7.
Sai,

at+d<a+(B+n)=(a+8)+n<(a+8)+~
onde se tem a igualdade acima por hipdtese de indugao transfinita. O
De modo analogo & soma ordinal, também se pode definir o produto ordinal:

Proposicao 62 (Produto ordinal)s=FEziste uma operagdo bindria o, 3 ~ a - [
definida nos ordinais etomando valores nos ordinais tal que:

a0 = 0
o (6P, NG H) +a
@y = sup{a-fB: 5 <~}, sev € ordinal limite

Exercicio 76. Calcule 2w e w - 2.
Exercicio 77. Mostre que 0 -« = 0, para todo o ordinal c.
Lema 11:" Sejam o, 8 e v ordinais tais que v # 0 e a < 3. Entdo, v-a < y-f.

Demonstragao. Fixemos « e v, este ultimo nao nulo. Vamos demonstrar, por
indugao transfinita em [, o condicional « < 8 - v-a <~vy-8. O caso =0
é trivial. Se f=d+1e a < f, entdo a < 6 ou @ = §. No primeiro caso, por
hipétese de indugéo transfinita, y-a <y-d < (y-d)+y=v-(+1) =~ 0.
No segundo caso, y-a < (y-a)+vy=v-(a+1)=v-0.

Resta discutir o caso em que 3 é ordinal limite. Ora, se @ <  entao existe
1 tal que o < n < [. Por hipétese de inducao transfinita, v- o < v -n. Por
defini¢ao de produto ordinal, v -n <~ - 8. Isto mostra o que se quer. O
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O seguinte lema demonstra-se sem dificuldade:

Lema 12. Se v € um ordinal limite entao, para todo o ordinal nao nulo o, a-y
também é um ordinal limite.

Proposigao 63. Para todos os ordinais o, 3,7y tem-se a- (f+7v) = a-f+a-7.

Demonstragao. Podemos supor que « é nao nulo. Agora, fixam-se o e 0 e
mostra-se a igualdade por inducao transfinita em . Os caso zero e sucessor
sao faceis de argumentar. Vamos debrugar-nos sobre o caso em que -y é ordinal
limite. Tome-se 7 arbitrario tal que n < 8 + . Por definicao de soma ordinal
existe 0 tal que d < yen < [+4. Sai,

a-n<a-(f+0)=a-ft+a-d<a-B+a-vy

onde se tem a igualdade acima por hipétese de indug¢do transfinita. Pela arbi-
trariedade de n e pela defini¢ao de produto ordinal, sai a=(8+7) < @S+ a-7.

Reciprocamente, tome-se & ao arbitrario tal que § < a=«. Vamos ver que
a-f+6<a-(B+7). Dada a arbitrariedade de § e a definicao de soma ordinal
(atendendo a que « - é ordinal limite), sai a outra desigualdade.. Entao; dado
que § < « -7, por defini¢ao de produto ordinal, tome-se 7. < vy tal qued < a - 7.
Sai,

a-f+i<a-Bt+a-n=a-(B+n).<a-(B+7)
onde se tem a igualdade acima por hipétese de indugao transfinita. O
Exercicio 78. Serd que a distributividade o direitatambém vale? Justifique.
Exercicio 79. Mostre que (& - 3) vy =a- (8- 7).
Finalmente, também definimos a exponenciagao ordinal:

Proposigao 64 (Exponenciagdoe ordinal). Ewxiste uma operacao bindria o, 8 ~
o definida nos ordinais (com a > 1) e tomando valores nos ordinais tal que:

al = 1
2 L R
a” = sup{a? : B <4}, se vy € ordinal limite

Exercicio 80. Sejam o, e v ordinais tais que 1 < v e a < 3. Mostre que
A% < AP,

Exercicio 81. Seja v um ordinal limite e « > 1. Mostre que o7 € ordinal
limate.

Nos dois seguintes exercicios, considere que se define 17 como sendo 1, que
0% é 1 e que, para 3 # 0, 05 6 0.

Exercicio 82. Mostre que a®t7 = af - a7.
Exercicio 83. Mostre que (a”)Y = a®7.

Exercicio 84. Mostre que se o, 3 < wy entdo o+ B, - 5,0 < wy.
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O colapso duma boa ordem

Seja (X, <) uma boa ordem. Por recursdo transfinita (aplicado & eperagao
w,y ~ imw), existe uma funcdo f de dominio X tal que, para todo x € X,

fl@)={fly) :y <=}
A esta funcio dé-se o nome de fun¢ao colapso da boa ordem (X, <).

Exercicio 85. Considere uma boa ordem com trés elementos. Calcule a fun¢ao
de colapso desta boa ordem.

Teorema (Principio do colapso). A imagem da funcao colapso duma boa
ordem € um ordinal e a prépria funcao de colapso éum isomorfismo entre a boa
ordem e esse ordinal.

Demonstragao. Vejamos (que im f é um conjunto transitivo. Seja v € im f e
u € v. Tem-se entdo que vi= f(x), para certo x € X. Visto que u € f(z), sai
que u = f(z) com z < z. Logo, u € im f. Vamos agora ver que quaisquer dois
elementos u,v € im f sdo €-comparaveis. Ora, u = f(z) e v = f(z), para certos
r,z € X. Se u # v, entao x # 2z e, portanto, r < z ou z < x. No primeiro caso,
u € v. No segundo, v € u.

E claro'quese z e 4 sio elémentos de X com y < x, entdo f(y) € f(x). O

Note que uma boajordem nao pode ser isomorfa a dois ordinais distin-
tosa»Portanto, podemos definir uma operagcdo que a cada boa ordem (X, <)
faz corresponder o/ unico ordinal ord(X,<) a ela isomorfa. Esta operagio
(X, <) ~ ord(X;<) goza das seguintes propriedades:

(X, <) =6 ord(X, <)
(X, <) =, (Y, <) se, e somente se, ord(X, <) = ord(Y, <)

Corolario 17. Duas boas ordens sdo isomorfas, ou uma delas € isomorfa a um
segmento inicial proprio da outra.

Demonstracao. Dadas duas boas ordens, cada uma delas é isomorfa a um
ordinal. Se os ordinais forem o mesmo, entao as boas ordens sao isomorfas.
Caso contrario, um dos ordinais é um segmento inicial do outro, o que implica
que uma das boas ordens é isomorfa a um segmento inicial da outra. O
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Corolario 18. Seja (X, <) uma boa-ordem ¢ Y C X. FEntdo o conjunto Y
munido da boa-ordem induzida por < € isomorfo a (X,<) ou a um segmento
inicial de (X, <).

Demonstragdo. A boa-ordem (X, <) ndo pode ser isomorfa a um segmento
inicial préprio de Y. Um tal isomorfismo seria naturalmente uma aplicagao
estritamente crescente de X num segmento inicial préprio de X, o que contradiz
a Proposigao 51. O resultado sai pelo corolario anterior. O

O seguinte resultado é agora imediato.

Corolario 19. Sejam Y um conjunto e a um ordinal tais que Y C «. Entao
existe B < « tal que B =Y.

O seguinte resultado de ZF é importante pois assegura que hé ordinais in-
finitos nao numeraveis.

Lema 13. Para todo o conjunto X existe um ordinal que ndo € equipotente a
nenhum subconjunto de X.

Demonstracdo. E ficil de argumentar que a classe C.de todas ag boas ordens
da forma (Z,<) com Z C X é um conjunto: noté-se que um tal par estd em
P(X)x P (X xX). Logo, pelo axioma da substituicao, {ord(Z, <) :/(Z,<) € C}
é um conjunto de ordinais, digamos Hx. Como Ord é uma classe prépria, tome-
se a ¢ Hx. Vamos ver que « nao é equipotente a nenhum subconjunto de X.
Suponhamos, por absurdo, que existe Z C X tal que Z.=. a. Através duma
bijecgao entre Z e «, podemos transportar a boa-ordem de « para X, obtendo
af uma boa-ordem isomorfa < (ousejaord(Z, <) =«). Logo, « estaria em Hy,
o que é absurdo. O

Podemos agora definir a operagdo X ~> h(X) que a cada conjunto X faz
corresponder o menor ordinal que nao é equipotente a nenhum subconjunto de
X. A h(X) dé-se o nome de nimero de Hartogs de X. Por exemplo, o niimero
de Hartogs de w é,6 menor ordinal que'néo é finito ou numeravel. Este niimero
h(w) denota-se por w; ou Ry Note que pelo Coroldrio 19, um subconjunto de
N7 ou é finito, ou é mumeravel ou é equipotente a Nj.

Pela definigdo da operagdo de Hartogs, h(X) nunca é equipotente a um
subconjunto de X Como consequéncia, se X ¢ infinito entao h(X) é um ordinal
limite.
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Teorema do ponto fixo de
Zermelo

Seja X um conjunto munido duma ordem parcial <. Um subconjunto Z.de X
diz-se uma cadeia se, para todos x,y € Z, ou x < youy < x.

Definicao 17. Um ordem parcial diz-se completa para cadeias se toda a cadeia
tem supremo.

Seja dado um conjunto A e S C Z(A). Vé-se facilmente que [JS é o
supremo de S quando consideramos #(A) munido da ordem parcial “C”. Em
particular, Z(A) munido da ordemparcial “C” é completo para cadeias. Outro
exemplo 1til de ordem parcial completa para cadeias é o seguinte. Dada (X, <)
uma ordem parcial, considere-se"Cadeias(X, <), ou simplesmente Cadeias(X),
o conjunto de todas as cadeias de X. Entao; Cadeias(X) munido da ordem
parcial “C” é uma ordem completa para, cadeias. Isto decorre do facto da unido
duma cadeia de cadeias ser uma cadeia.

Exercicio 86. Verifique a dlttma afirmacdo acima.

Defini¢ao 18. Seja (X, <) uma ordem parcial. Uma fungdo f: X — X diz-se
uma expansaorse, para todo v/€ X, x < f(x).

Note-se quetoda a ordem parcial completa para cadeias tem elemento minimo
(o supremo do conjunte vazio), que abaixo denotamos por L.

Lema 14 (Iteracao transfinita). Seja (X, <) uma ordem parcial completa para
cadeias e f : X — X wuma expansdo. Entdo existe uma opera¢ao o ~ It(a)
definida nos ordinais e com valores em X tal que:

It(0) = 1
It(a+1) = f(It(w))
It(7) = sup{lt(a) : @ < v}, sey € ordinal limite

Além disso, se 3 < a entdo It(B) < It(a).

Demonstragao. A definigdo de It seria uma consequéncia imediata do teorema
de recursao transfinita nos ordinais excepto pelo facto da terceira clausula nao
ter de estar definida a priori. Porém, a seguinte definicao pode, evidentemente,
ser feita:
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It(0) = 1

It(a+1) = f(It(w))

It(y) = sup{lt(e) : @ < v}, se v é ordinal limite e
este supremo existir

It(B) = 1, caso contrario

Mostra-se, por indugao transfinita em «, que se tem a propriedade P(«) :=
V9,60 < B8 < a— It(d) < It(B)). Claro que se tem P(0). Suponhamos P(«)
e tomem-se § < f < a+ 1. Se 8 < a a conclusdo desejada sai de P(«). Seja,
entdo, # = a+ 1. Tem-se § < « e conclui-se It(§) < It(w), novamente por se
ter P(a). Ora, como It(a) < f(It(a)) = It(aw + 1) = It(B), sai o pretendido:
Finalmente, seja v um ordinal limite e suponhamos que se tem P(«) para todo
a < ~. Daqui sai o condicional 8 < a < v — It(f) < It(a). Logo, por definigdo
da operagao, vem que It(y) = sup{/t(a) : a < v}. Conclui-se, imediatamente,

P().
Pelo discutido acima, tem-se que o “caso contrario”™ nunca se da.. A parte
final do lema demonstra-se facilmente por indugao transfinita. O

Teorema (Ponto fixo de Zermelo). Seja (X, <) uma ordem parcial completa
para cadeias e f : X — X uma expansao. Entao f tem wm ponto fixoy.i.e., existe
x € X tal que f(x) =x.

Demonstragao. Seja f uma expansao. E ‘f4cil 'de argumentar que nao se
tem o condicional @ < 8 — It(a) < It(3). Com efeito, esta propriedade
implicaria que f fosse uma injeccao da classe prépria Ord no conjunto X, o
que é uma impossibilidade. Logo, existem ordinais o/ e (3 tais que a@ < § e
It(a) = It(B) Como o < v+ 1 < B, vem It(a) <Tt(a+ 1) < It(8). Logo,
It(a) = It(a+ 1) = f(It(e)), dees, Tt(a) éponto fixo de f. O
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O lema de Zorn e tudo isso

Relembremos que, dada uma ordem parcial (X, <), uma cadeig C' é um subcon-
junto de X tal que quaisquer dois elementos sdo comparaveis (i.e., se z,y € C
entdo x < y ou y < z). Uma cadeia diz-se marimal se ndo estiver contida
propriamente noutra cadeia.

Proposicao 65 (Principio da maximalidade de Hausdorft). Seja (X, <) uma
ordem parcial. Entao X tem uma cadeia mazimal.

Demonstragao. Admitamos, com vista’a um absurdo, que ndo ha cadeias
maximais em X. Entdo, VC € Cadeias(X)3IC" € Cadeias(X)[C € C].
Pelo axioma da escolha, existe uma funcao f : Cadeias(X) — Cadeias(X)
tal que C C f(C), para toda a cadeia € de X. Oraycomo sabemos, o conjunto
Cadeias(X) munido da ordem.-£C” é um conjunto completo para cadeias e, é
claro, f é uma expansao neste conjunto completo para cadeias. Pelo teorema
do ponto fixo de Zermelo, f tem um ponto fixo. Isto é absurdo. O

O seguinte resultado, utilizado frequentemente em Matemética, é um corolario
simples do teorema anterior:

Proposicao 66 (Lema de Zorn). Seja (X, <) uma ordem parcial em que toda
a cadeia tem-magjorante. Entao X tem elemento maximal.

Demonstragao. Pelo\teorema anterior, seja C' uma cadeia maximal de X.
Tome-se & um majorante de C. Claramente, x é elemento maximal de X. [

Proposicao 67 (Principio da boa ordenagao). Todo o conjunto pode ser bem
ordenado.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos supor que X ¢ infinito.
Considere-se o conjunto F de todas as funcoes injectivas da forma f : 3 +— X,
com 3 < h(X), onde h(X) é o nimero de Hartogs de X. Claro que (F,Q)
é uma ordem parcial. Para além disso, se C é uma cadeia de fungoes de F,
a unido |JC ainda é uma funcdo injectiva e o seu dominio é claramente um
segmento inicial de h(X). Por definicdo de nimero de Hartogs, este segmento
inicial nao pode ser todo o h(X). Argumentdmos, portanto, que toda a cadeia
de (F,C) tem majorante. Pelo lema de Zorn, esta ordem tem um elemento
maximal f: (G — X. E facil de argumentar que imf = X: com efeito, se nao
fosse, tomava-se um elemento zy € X \ imf; entdo a funcao f U {(5,z0)} de
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dominio S+ 1 (note-se que 8+ 1 < h(X), pois h(X) é ordinal limite) estaria
em F; isto entra em contradigdo com a maximalidade de f.

Agora, dado que o elemento maximal f é uma bijeccao entre um ordinal e
X, conclui-se que X pode ser bem-ordenado. O

Exercicio 87. Mostre que a teoria Z juntamente com o principio da boa or-
denagao demonstra o axioma da escolha.

Proposigao 68 (Comparabilidade das cardinalidades). Dados conjuntos X e
Y, entao X <. Y ouY <, X.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, podemos munir X e Y de boas ordens:
Ora, como sabemos, as boas ordens ou sao isomorfas ou uma delas é isomorfa a
um segmento inicial da outra. O resultado sai agora trivialmente. O

O axioma da escolha é necesséario para demonstrar qualquer dos quatro teo-
remas acima. Com efeito:

Teorema (Equivaléncias ao axioma da escolha). Na teoria ZF os sequintes
principios sao equivalentes:

1. Azioma da escolha.
Principio da mazimalidade de Hausdorff.
Lema de Zorn.

Principio da boa ordenacado.

AT R

Principio da comparabilidade das cardinalidades.

Demonstragio. Viu-se qiie (1) — (2) — (3) — (4) — (5). E facil mostrar
que (4) — (1). Logo, basta ver que (5)\— (4). Seja X um conjunto qualquer.
Por (5), X <. h(X).ouwh(X) <. X, onde h(X) é o nimero de Hartogs de X.
Por definigao de h(X) nao se temro.segundo caso. Logo, X <. h(X), i.e., existe
uma injecgdo de X no.ordinal h(X). Entdo, claramente que X pode ser bem
ordenado. O
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O axioma da escolha na
pratica matematica

O axioma da escolha ¢é frequentemente usado na matematica, por vezes de.modo
quase imperceptivel. Se bem que muitas vezes apenas'se usem formas enfraque-
cidas do axioma (p. ex., AC, ou DC), outras vezes ele é usado em todo (ou
quase todo) o seu poder. Nesta sec¢do, vamos apresentar alguns exemplos de
argumentos que ocorrem na pratica matemadtica e que utilizam o axioma da
escolha.

Um primeiro exemplo, ja discutido anteriormente, é 0 da equivaléncia entre
as nocoes de conjunto infinito e infinito & Dedekind. A primeira propriedade
implica a segunda com a ajuda do axioma da escolha. O argumento que usamos
na demonstracao da Proposi¢cao 30 apenas necessita do axioma DC das escolhas
dependentes. De facto, pode mesmo argumentar-se que AC,, ja é suficiente:

Proposigao 69. Em Z + AC,,, todo o conjunto infinito € infinito a Dedekind.

Demonstragao. Dado que X é um conjunto infinito, tem-se
Vn € wilZ e Z(X)(card(Z) = 2™).

Por AC,,, existe uma sucessaon ~ Z, de subconjuntos de X cada qual com 2™
elementos. Ora,

card(JiL ) Z;) <Y1 jcard(Z;) = Y0 20 = 2" — 1 < 27

Tem-se, pois, que Vn € wiz € X(z € 2"\ (U, Zi). Novamente por AC,,
existe uma sucessao n ~» z, de elementos de X tais que, para todo n € w,
z, € 2"\ (U, Zi). Claro que esta sucessio é uma injecgio de w em X.
Logo, X é’infinito a Dedekind. O

Dado w um niimero real e X um subconjunto de R, diz-se que w é ponto
aderente de X se Ve > 03z € X |z — w| < e. Na presenca de AC,,, esta nogao
é equivalente a dizer que existe uma sucessio (Z,)ncw de elementos de X a
convergir para w. Com efeito, admitamos que w é ponto aderente de X. Entao,
Ynewdr € X |z —w| < n-lu' Por AC,, existe f : w — X tal que, para todo
new, |f(n)—wl< n-lu' Claro que a sucessao z, = f(n), de elementos de X,
converge para w. A implicacdo contraria é imediata e nao necessita do axioma
da escolha.
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Exercicio 88. Uma funcao f : R — R diz-se sequencialmente continua no
ponto x € R se, sempre que (T, )necw € uma sucessio de nimeros reais a convergir
para x, entdo a sucessdo (f(xn))necw converge para f(x). Mostre em Z+AC,, que
uma funcao real de varidvel real f € continua num ponto x € R se, e somente
se, € sequencialmente continua em x.

O axioma da escolha tem, por vezes, consequéncias desagradaveis. O axioma
permite mostrar a existéncia de certos objectos “patoldgicos” que, de outro
modo, nao existiriam. Curiosamente, as formas enfraquecidas AC,, ou DC da
axioma da escolha nao sao geralmente suficientes para mostrar a existéncia das
patologias.

Um problema importante da anilise matematica consiste em prolongar a
nocao de comprimento dum intervalo a subconjuntos mais complicados de R.
Idealmente, gostariamos de prolongar esta nogao a todos os subconjuntos de R.
Pde-se o problema: serd que existe uma fungéo u : Z(R) — [0, +00] de tal sorte
que:

1. w(®) =0e u(R) = +oc.

2. se (Xp)new ¢ uma sucessao de subconjuntos mutuamente disjuntos de R,
entao M(Unew Xn) = Znew ,LL(Xn)

3. se a,b € R com a <b, entdo u([a,d]) =b— a.

4. sea € Re X C R, entao u(X) = pfa+X), ondea+ X = {a+z:2 € X}

Os dois primeiros requisitos garantem que p é uma medida (definida em todos
os subconjuntos de R). A segunda propriedade é conhecida como c-aditividade.
O terceiro requisito diz que asmedida dum intervalo é o seu comprimento. O
ultimo requisito diz que a medida é invariante para translacoes.

Lema 15. Seja p como acima. Tém-se as sequintes propriedades:
i. se X,Y CR/sao conjuntos disjuntos, entdo p(X UY) = u(X) + p(Y).
ii. se X CY CR; entao u(X) < p(Y).

iii. se (Xn)new € umaisucessdio crescente de subconjuntos de R (X, C X, 41 C
R, para todon € w), entio (U, c,, Xn) = sup, e, 1(Xn).

Demonstragao. A primeira propriedade é consequéncia da c-aditividade de u
(e do facto de quei(P) = 0). A segunda propriedade sai da anterior: com efeito,
se X C Y, entao pu(Y) = p(XUY\X)) = u(X)+p(Y\X) > p(X). Finalmente,
argumentemos (iii). Seja (X, )new, uma sucessio crescente de subconjuntos de
R. Definarse Yy = Xo e Vi1 = Xpy1 \ Xp. Note-se que |J,c., Xn = Upeo Yn ©
que esta ultima unido é disjunta. Vem:

N’(Unew Xn) = M(Unew Yn) = ZnGw M(Yn) = SUPpcw (Z?:O M(Yz)) =
SUPpew M(U?:O Yz) = SUDPpecw M(Xn)v

onde se utiliza o facto de que cada X,, é a uniao dos Y;, com i < n. O
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Vamos ver que, na presenga do axioma da escolha, nao ha fungoes p que
satisfagam (1)-(4). Mais especificamente, com a ajuda do axioma da escolha,
vamos exibir um conjunto V' — o chamado conjunto de Vitali — cuja existéncia
de medida leva a uma contradicao. Defina-se a seguinte relacao de equivaléncia
em R: z ~ ysse x —y € Q. Pelo axioma da escolha, seja V' um conjunto de
representantes para esta relacao de equivaléncia. Sem perda de generalidade,
podemos supor que V C [0,1] (pois toda a classe de equivaléncia intersecta
[0,1]). Claramente, R = (J,cq(q + V). Além disso, esta unido numerdvel é
disjunta. Com efeito, suponhamos que (¢ + V)N (¢ + V) # 0, com q,¢" € Q.
Sejax € (¢+V)N(¢ +V). Entao existem r,7’' € V tais que x = g+r = ¢ +7'.
Daqui sai que r — 7' = ¢’ —q € Q. Logo r ~ r' e, portanto, r = ' (j4 que ambos
r e v’ estdo no conjunto de representantes V). Vem, ¢ = ¢’. Por o-aditividade,
> geq (g +V) = +oo. Pela invariancia da translacao, pu(q + V) = u(V), para
todo ¢ € Q. Conclui-se que u(V) > 0. Ora, qu[o,um(@(q + V) C [0,2]." Logo,
2gefono V) < 2. Isto é absurdo, pois a série a esquerda da“desigualdade é
soma infinita de um mesmo elemento nao nulo.

Perante o exemplo de Giuseppe Vitali, os analistas escolhem manter as pro-
priedades (1)-(4) mas admitir que a fungdo p néo esteja definida em todos os
subconjuntos de R. Em analise matemaética desenvolve=se a medida de Lebesgue
com as propriedades (1)-(4), porém apenas definida nos denominados conjuntos
mensurdveis a Lebesgue. Os conjuntos mensuraveis a Lebesgue contém os inter-
valos e sao fechados para complementacoes e unides. finitas ou numeraveis. Ao
menor subconjunto de P(R) que contém tedos os intervalos de R e que é fechado
para complementacoes e unides finitas ou numeraveis chama-se o conjunto do
Borelianos de R. Assim, todo o conjunto Boreliano é mensuravel & Lebesgue.

Exercicio 89. Mostre que os abertos e fechados de R sdo conjuntos Borelianos.

Exercicio 90. Mostre que o conjunto terndrio de Cantor é um conjunto de
cardinalidade 280, mensurdvel ¢ Lebesgue e que tem medida zero.

Exercicio 91. Defina, por recursao transfinita, a sequinte funcao a ~~ B, de
dominio wy :

By = AU{R\U:U € A}
Bot1i = Bo)*U{R\X:X € (B,)*}
B ="UqcrBa, se A ¢ ordinal limite

onde A€ o conjunto._de todos os abertos de R e a operagdo * estd definida
definida no exercicio. Seja B = B

a<wi
1. Mostre que B € o conjunto dos Borelianos de R.
2. Mostre que, para cada o < wy, a cardinalidade de By, € 280

3. Mostre que a cardinalidade de B é 2%.

Na presenca do axioma da escolha, o conjunto de Vitali é um exemplo dum
conjunto que nao é mensuravel a Lebesgue. No inicio dos anos setenta do século
passado, Robert Solovay exibiu um modelo de ZF + DC em que todo o conjunto
é mensuravel a Lebesgue. O resultado de Solovay mostra que a existéncia de
conjuntos nao mensurdveis & Lebesgue necessita do axioma da escolha (nem
sequer bastando formas enfraquecidas deste).
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O exemplo de Vitali pode ser refinado de forma mais ou menos dramética.
Um resultado de Stefan Banach e Alfred Tarski publicado em 1924 mostra que
é possivel particionar a bola unitdria de R® num nimero finito de pedacos de
tal modo que seja possivel re-arranjar esses pedagos, por meio de rotagoes e
translagoes, e obter no final duas cépias da bola unitaria. Este resultado é co-
nhecido por paradozo de Banach-Tarski. Nao se trata realmente dum paradoxo,
mas tao-somente dum resultado extremamente contra-intuitivo. Os pedagos de
que o resultado de Banach-Tarski fala ndo sao mensurdveis: o axioma da es-
colha desempenha um papel essencial nesta decomposi¢ao da bola unitaria, a
semelhanca do que sucede no exemplo de Vitali.

Dado um espaco vectorial V' sobre um corpo K, um conjunto X de vectores
de V diz-se linearmente independente se, para toda a sequéncia finita x1,4 .., 2,
de elementos distintos de X, se tem:

VAl,,AnEK()\1I1++>\n1’n:04>>\1=:An‘—‘O)

Um conjunto de vectores X diz-se uma base de Hamel do espaco vectorial
V se for linearmente independente e gerar V', no sentido em que, para todo
x € V, existem elementos z1,...,2, € X e escalares \i,..., A\, € K tais que
r =Mz + -+ A2y Um conjunto X de vectores linearmente independente
diz-se mazrimal se nenhum conjunto Y de vectores que contenha propriamente
X é linearmente independente. O seguinte lema é fundamental:

Lema 16. Todo o conjunto de vectores/linearmente independente maximal €
uma base.

Demonstracao. Seja X um conjunto linearmente independente maximal.
Considere-se x um elemento de.V. Se @ € X, claramente x escreve-se como
combinagao linear de elementos de X. Se ¢ X, por maximalidade, X U {x}
ja nao é linearmente independente. Entao existe uma combinacao linear nula
de elementos de X U {x} sem que os coeficientes sejam todos nulos. Dado
que X é linearmente independente, esta combinagao linear nula é necessaria-
mente da forma Az + \@yp+ -+ Az, com x1,...,2, € X e X # 0. Sai
= —A"I Az — = AT\, T, O]

Teorema 3. Todo o espaco vectorial tem uma base de Hamel.

Demonstracao. Seja V um espago vectorial. Seja Z o conjunto de todos os
subconjuntos X de V' linearmente independentes. Vamos ver que Z munido da
ordem parcial “estar contido” esta nas condigoes de aplicagao do lema de Zorn.
Com efeito, seja C uma cadeia de elementos de Z. Vamos ver que |JC é um
conjunto linearmente independente. Sejam z1,...,z, € |JC. Dado que |JC é
uma cadeia, existe X € C tal que {x1,...,2,} C X. Daqui sai que qualquer
combinacao linear nula de x1, ..., x, tem necessariamente todos os coeficientes
nulos. Pelo lema de Zorn, existe B € 7 maximal. Pelo lema anterior, B é base
de V. O

Como se sabe, todo o corpo tem um fecho algébrico. Este resultado necessita,
em geral, do axioma da escolha. A demonstracdo mais comum deste resultado
usa o lema de Zorn. Porém, para ilustrar uma técnica importante, mas menos
conhecida do que o lema de Zorn, vamos mostrar este resultado através duma
recursao transfinita ao longo duma boa-ordem.
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Considere-se um corpo K e seja K[X] o seu anel de polinémios a uma
varidvel. Recordemos alguns resultados de teoria dos corpos. Dado p(X) um
polinémio de grau positivo de K[X] e F um corpo, extensdo de K, sabemos
que é possivel definir explicitamente uma extensao algébrica F'* de F onde o
polinémio p(X) tem (pelo menos) uma raiz. Neste ponto, o leitor recordar-se-a
da construgao do corpo de ruptura associado a um polinémio irredutivel (e do
facto de que um polinémio de grau positivo se pode factorizar em produto de
irredutiveis).

Seja (pa(X))a<r uma boa-ordenagio de todos os polindmios de grau positivo
de K[X] (aqui usa-se o axioma da escolha). Sem perda de generalidade, x é um
ordinal limite. Defina-se, por recursao transfinita, a seguinte cadeia de corpos
(Koz)oz<n:

Ky = K

KaJrl = K(i_

K, = lim K, , se v é ordinal limite
—a<y

Nesta defini¢ao, K é a extensao algébrica (discutida acima) de K,, em que o
polinémio p,(X) tem raizes. Seja dado v < k ordinallimite. Entao, (Kq)a<y €
uma cadeia de corpos (dada através de monomorfismos adequados) e, portanto,
faz sentido falar no seu limite directo lim K (intuitivamente, lim K, é

—a<ly —ra<ly
a “uniao” de todos os corpos (Kq)a<y)-

Por recursao transfinita, mostra-se que cada corpo K, é uma extensao

algébrica de K. Tome-se agora K = lii>na<'i K,. Pelodiscutido, K é uma

extensdo algébrica de K. Resta ver/que K ¢ algebricamente fechado. Por resul-
tados da teoria dos corpos, basta ver que todo o polinémio de grau positivo com
coeficientes em K tem raizes-em 4. Ora, um tal polinémio é um certo p,(X),
para algum « < k. Por construcao, o polinémio p,(X) tem raizes em K,41 e,
portanto, em K.

Esta demonstragao mostra também que apenas se usa o axioma da escolha
para obter uma boa ordem do anel.de polinémios K[X]. Uma tal boa-ordenagao
¢ automatica se K for finito ou numeravel. Esta observacao generaliza-se: como
iremos ver no proximo capitulo, se K tiver uma boa-ordenagéo, entdo K[X]
também tem uma boa-~ordenagao (sem invocar o axioma da escolha). Portanto,
ZF demonstra que tode o corpo bem ordendvel tem fecho algébrico.

Os exemplos anteriores descrevem aplicagoes do axioma da escolha na drea
da’algebra abstracta. Como ja observamos, em &dlgebra o axioma da escolha é
frequentemente usado através do lema de Zorn. Isso acontece, p. ex., em algebra
comutativa, onde existem resultados sobre a existéncia de ideais maximais. No
exemplo seguinte, vamos ilustrar novamente o uso do lema de Zorn.

Definigao 19. Seja X um conjunto. Um filtro sobre X é um conjunto F de
subconguntos de X que satisfaz as sequintes condigoes:

1. XeFel¢ X;
2. se F,G € F entio FNG € F;
3. seFeFeF CGCX entao G € F.
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Dado um elemento a de um dado conjunto X, o conjunto de todos os sub-
conjuntos de X de que a é elemento constitui um filtro. Aos filtros deste tipo
chamam-se filtros principais. Outro exemplo importante de filtro é o seguinte.
Dado um conjunto infinito X, o conjunto dos subconjuntos co-finitos (i.e., de
complementar finito) de X forma um filtro.

Um conjunto nao vazio C de subconjuntos de X diz-se que tem a propriedade
de interseccao finita (PIF) se toda a interseccio finita de elementos de C é nao
vazia. E facil de ver que se C tem a PIF entao

]::{FQXEICl,,QEC(C’lﬁﬂC’ZgF)}
é um filtro.

Definicao 20. Um ultrafiltro U sobre X € um filtro sobre X com a seguinte
propriedade: para qualquer subconjunto Z de X, ou Z.€ U ou X \ Z € U.

Os filtros principais sao ultrafiltros. Como iremos ver, na presenca do axioma
da escolha, ha ultrafiltros que nao sao principais.

Proposicao 70. Seja F um filtro sobre X. F € um_ultrafiltro se, e somente
se, mao estd contido propriamente em nenhum filtro.

Demonstragao. Suponhamos que F é um ultrafiltro e seja. 7~ um filtro tal
que F C F'. Seja Z € F'. Nao se pode ter X \'Z.€ F pois, caso contrério,
X\ F € F' o que implicaria que () € F'. Visto que F é um ultrafiltro, vem
Z € F. Dada a arbitrariedade de Z, demonstrou-se que F = F".
Reciprocamente, suponhamos que F é um filtro que néo estd contido pro-
priamente em nenhum filtro. Seja dadoZ C X. Admitamos que X \ Z ¢ F. E
facil de ver que F U {Z} tema PIF. Seja F’ um filtro tal que F U {Z} C F'.
Por hipétese, 7' = F. Logo, Z € F. O

Teorema do ultrafiltro. Todo o filtro sobre um conjunto estd contido num
ultrafiltro.

Demonstragao.' Seja-X um conjunto e F um filtro sobre X. Considere-se
o conjunto P de todos os filtros sobre X que contém F. Podemos munir este
conjunto_de filtros da erdem parcial “estar contido”. E facil de argumentar que
a unidao duma cadeia de filtros ainda é um filtro. Pelo lema de Zorn, P tem
elemento maximal. Um tal elemento maximal é um ultrafiltro. O

Considere-se o filtro dos conjuntos co-finitos de w (o chamado filtro de
Fréchet). Pelo teorema anterior, este filtro estd contido num ultrafiltro. Clara-
mente, este ultrafiltro ndo é principal. Assim, o teorema do ultrafiltro garante-
nos a existéncia de ultrafiltros ndo principais sobre w.

Exercicio 92. Seja F um filtro sobre X e seja G C X tal que G ¢ F. Entdo
existe um ultrafiltro U que contém F e tal que G ¢ U. [Sugestao: mostre que
FU{X\ G} tem a PIF.]
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Numeros aléfes

Definicao 21. Um numero cardinal, ou simplesmente um caxdinal, é um ordi-
nal que nao € equipotente a nenhum ordinal inferior.

Exercicio 93. Mostre que todo o cardinal infinito é um ordinal limite.

Pelo teorema dos cacifos, todo o ordinal finito é um ntimero cardinal. Claro
que w é um cardinal, mas w + 1 nao é um numero cardinal.. Também é claro
que todo o ordinal é equipotente a um nimero cardinal. O enunciado de que
todo o conjunto é equipotente a um numero cardinal necessita obviamente do
axioma da escolha (pois implica que todo o conjunto pode ser bem ordenado).
Obviamente, o ntimero de Hartogs h(X) dum conjuntoX é sempre um nimero
cardinal.

Lema 17. Para todo o ordinal & eziste um_cardinal k tal que o < k. Como
consequéncia, a classe Card dos cardinais € uma classe prépria.

Demonstragao. Seja .« um ordinal. Q cardinal h(a) tem a propriedade pre-
tendida (por tricotomia, a alternativa‘seria h(a) < «, o que conduz a um ab-
surdo). O

Definigcao 22. Seja x um candinal. Denota-se por k™ o menor cardinal que é
maior que k. A kT dd-se-o-nome de cardinal sucessor de k.

Claro que k™ é h(k).
Lema 18. Seja X/ um conjunto de cardinais. Entao |JX é um cardinal.

Demonstragao. Visto que X é um conjunto de ordinais, | J X é um ordinal.
Suponhames que « < [JX. Ora, como sabemos, | J X é o supremo ordinal do
conjunto X. Logo, existe um cardinal x € X tal que o < k. Isto acarreta

a#. UJX. O

Observe-se que o lema anterior permite falar, sem ambiguidade, de sup X
quando X é um conjunto de cardinais. O supremo de X na estrutura ordinal
coincide com o supremo de X na estrutura cardinal.

Proposicao 71 (Numeros aléfes). Erxiste uma operagio o ~~ R, definida nos
ordinais e tomando valores nos cardinais infinitos tal que:

73
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NO = w
Na+1 = Ng
R, = sup{X, :a <7}, sey € ordinal limite

Além disso, tem-se a <  — N, < Ng e a < R,.

Demonstragao. A operacao existe pelo teorema da recursdo transfinita nos
ordinais. As propriedades demonstram-se facilmente por inducao transfinita.
Vejamos a segunda. Claro que 0 < Ng. E, a+1 < N, +1 < Nj;, onde se
usa a hipdtese de indugao na primeira desigualdade. Se 7y é ordinal limite, vem
para todo a < v, o < R, < R, (usou-se a hipdtese de indugdo na primeira

desigualdade). Pela arbitrariedade de o, sai v < R,. O

Proposigao 72. Para todo o cardinal infinito k, existe um (necessariamente
dnico) ordinal « tal que k = R,,.

Demonstracgao. Seja a o menor ordinal tal que £ < R,. Admitamos, com
vista a um absurdo, que k < X,. Claro que a # 0. Também nio se pode ter
a = 4+ 1, pois nem se pode ter Xg < k (por definigdo de Ngy1), nem se pode
ter k < Ng (por minimalidade de «). Resta estudar o caso em que o é um
ordinal limite. Neste caso, existe § < o com k < Ng,mnovamente contradizendo
a minimalidade de a. O

O seguinte resultado é fundamental para a/aritmética cardinal:
Teorema (Produto de aléfes). Para todo o ordinal.a tem-se X, X R, =. N,,.

Demonstragao. Claramente, R, <. N, X Ng. Vamos mostrar, por indugao
tranfinita em «, que N, x Ry <. Vg O caso o = 0 € sabido. Tome-se o # 0
e admita-se, por hipétese de inducao transfinita, que N, x X, <. N, para
todo 7 < . Consideremos a“boa ordem de Godel < no produto Cartesiano
N, XN,. Vamos argumentar que todo o segmento inicial préprio desta boa ordem
tem cardinalidade estritamente inferior'a RN,. Evidentemente, isto mostra que
R, £ Ord(R, x Ny, <@), concluindo-se Ord(R, x R,,<g) < N, e, portanto,
R, x Ry <. N,. Seja (5,7) um elemento ao arbitrio de X, x R, e considere-se
d = max(0,v). Note-se'’qued + 1 < N,. Pela definicdo de ordem de Godel,
é claro que o segmento inicial de X, x X, determinado por (5,~) estd contido
no produte” Cartesiano (6 +.1) x (6 + 1). Sem perda de generalidade (pois
a # 0), podemos supor,que ¢ é um ordinal infinito. Seja 1 tal que § +1 =, X,,.
Necessariamente, 77 < .. Assim, o segmento inicial para a boa ordem de Godel
determinado/por (3,) tem cardinalidade inferior ou igual a X, xR, =, R, (aqui
usamos a hipétese-de inducdo transfinita). E, portanto, estritamente inferior a
Ny. . Como se queria. O

O desenvolvimento dos nimeros aléfes acima efectuou-se em ZF. De agora
em diante vamos necessitar do axioma da escolha. Como sabemos, em ZFC todo
o conjunto pode ser bem ordenado e toda a boa ordem é isomorfa a um ordinal.
Portanto, podemos efectuar a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 23. A cardinalidade de um conjunto z, denotada por Card(x), é o
menor ordinal equipotente a x.

Claramente, Card(x) é um cardinal. Neste conformidade, temos uma operagao
x ~» Card(x) definida em todo o universo e que toma valores nos nimeros car-
dinais. Esta operacao goza das seguintes propriedades:
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Card(z) =z
x =, y se, e somente se, Card(z) = Card(y)

A operacio x ~» Card(z) associa a cada conjunto x um representante
Card(z) da sua “classe de equipoténcia”. Com esta definigao, ja se pode falar
literalmente em cardinalidades e nao apenas no contexto de certas assercoes.
Por exemplo, a igualdade cardinal k- p = p- k, que anteriormente interpretamos
como significando que x X y =, y X x para todos os conjuntos z e y, tem agora
o sentido literal que passamos a explicar. Dados cardinais k e p define-se o
cardinal k- p como sendo Card(k x p) e, com esta definigdo de produto cardinal,
claro que se tem a lei k- p = p- k. Consideragoes andlogas aplicam-se as/outras
operagoes aritméticas: x+ p define-se como sendo Card(kWp) e £ como sendo
a cardinalidade do conjunto de todas as fungoes de p para k. O mesmo se passa
com operacoes infinitarias sobre cardinais.

H4 um ponto subtil de linguagem para o qual é necessario chamar a atencao.
Quando afirmamos que, para todo o cardinal infinito k, se.tem k- kK = k. e
a interpretamos literalmente, esta afirmacao é verdadeira por .causa do teo-
rema do produto das aléfes (e da Proposicao 72). Note-se que esta, justificagdo
nao necessita do axioma da escolha. Porém, quando a interpretamos como
afirmando que, para todo o conjunto infinito @, x X x =, x, entao a justi-
ficagdo desta assergdo invoca o axioma da escolha: = =. Card(x) e, como
Card(z) x Card(z) =, Card(z), vem & X@ =, .

Os numeros cardinais sao ordinais mas a aritmética cardinal difere radical-
mente da aritmética ordinal, ou seja, para cardinais (portanto, ordinais) x e p,
o produto cardinal de x por p é (em geral) diferente do produto ordinal de k
por p, ainda que se costume usar.a mesma notagdo para um e para outro, viz.
k- p. O contexto deve permitir decidir qual a aritmética em causa. Geralmente
reservam-se as letras minisculas do meio do alfabeto grego (x, A, u, p, etc)
para denotar cardinais e, nestas circunstancias, temos em mente a aritmética
cardinal. Esse também é.0 caso.quando usamos a notacao dos aléfes.

Exercicio 94. Suponha que R, < 283. Mostre que Ngﬂ =288,
Exercicio95.. Mostre que a_cardinalidade do conjunto [[y_ <., @ € AR
O seguinte resultado, € util:

Proposicao 73. Seja A\ um cardinal infinito e (ka)aecx uma familia de cardinais
ndo nulos. Considére-se k := sup{ks : @ < A}. Entdo,

ZIQQZA'IQ.

Demonstragao. E claro que Za</\ Ko < Za</\ k = X\-k. Para ver o reciproco,
note-se que A = > 1 < Y7 | Kqo; note-se também que ) _, ko majora
cada ko e que, portanto, K < ) _\ Ke. Assim, como ambos A e k sdo <
Y < Ka, sal que o seu produto A - K, que é o maior dos dois (ver Coroldrio 6),
é também < 3 Kaq- O

Exercicio 96. Seja (k;);er uma famdlia de cardinais tal que a cardinalidade de

I € infinita e < sup{r; :i € I}. Mostre que ), ; ki = sup{s; : i € I}.
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Dado um cardinal infinito R,, qual é o ordinal § que satisfaz a equacéao
2%a = N3? A hipétese generalizada do continuo diz que 3 = « + 1:

Hipétese generalizada do continuo (HGC): 28« =N,
A hipétese do continuo é uma particularizagdo de HGC:
Hipdtese do continuo (HC): 2% =,

No modelo interno do universo construtivel de Goédel, mencionado num
capitulo anterior, também vale HGC pelo que a teoria ZFC 4+ HGC é consistente
se ZF o for. Por sua vez, a técnica de forcing de Cohen permite construir.mod-
elos de ZFC em que HCG falha. De facto, ja a teoria ZFC 4+ —=HC é consistente
relativamente a ZF.

Vamos finalizar esta secgao demonstrando um resultado curioso: a férmula
de Hausdorff para cardinais.

Lema 19. Toda a funcao f : wy — w1 € limitada, i.e., exists v < wquy1 tal
que f(B) <, para todo < we.

Demonstracao. Se f nao é limitada, entao wqy1/= Uﬂ<wa f(B). Ora,

card( U f(ﬁ)) < Z Ry = Na Ny = Nou
B<wa B<wa
o que é um absurdo. O
Férmula de Hausdorff. Para todo o e 3, tem-se NZil =R Neyi1-

~ Y R ~
Demonstragao. Note-se quie ambos os cardinais infinitos No” e Nopq sdo <

Nzil. Logo, o seu produto também é. Para mostrar a outra desigualdade,
vamos dividir em dois casos. Suponhamos que o + 1 < 3. Vem:

Rg

Na+1

< Ngﬁ < (2N5)N5 — 2N5<N5 _ 2N5 < N§E < Ngﬁ . Na-{-l-

Resta estudar a desigualdade da esquerda para a direita para o caso em que
[ < «a. Pelo'lema anterior, todo o elemento de w:il é uma funcao limitada.
Logo:

wg w
wa-{—l - U Y 7.

Y<Wa+1

Cada ordinal v < wg41 tem cardinalidade < N,. Vem:

Nzilzcard( U YY) < Z XA = Re? - Rapq. O

Y<Wa+t1 Y<Wa41

Exercicio 97. Dado n < w, mostre que Nﬁg =N, -2%. [Sugestio: por inducdo
em n, usando a férmula de Hausdorff.]

Exercicio 98. Mostre que X5t = R0 . 2% [Gygestio: N+ < ([]
Hn<w Nﬁl = H7L<w N" ’ 2N1 = (Hn<w Nn) : (QNI)NU S Ngo ' 2N1'/

R, )N =

n<w
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O universo cumulativo

Definicao 24 (Hierarquia cumulativa). Define-se, por recursdo transfinita nos
ordinais, a sequinte operacao o ~» Vy:

V() = @
VaJrl = gz(va)
v, = Us<, Vs, se € ordinal limite

A classe constituida pelos conjuntos que estao nalgum V, denota-se por V. In-
formalmente, V =, Va.

Proposicao 74. Para ordinais o e, tém-se as sequintes propriedades:

1. VaVy(z e Vo ANy €z — 3B < a(y € Vp)).
2. B<a—=VgCV,.
3. Vo € um conjunto transitivo.

Demonstragao. (A primeira propriedade demonstra-se por indugao transfinita
em «. Os casos em-que « é 0 ou sucessor sao imediatos. Suponhamos que « é
ordinal limite. Por hipétese, '€ V,, e, portanto, « € V, para certo v < a.. Por
hipétese/de indugao transfinita, existe 8 < v tal que y € V3. Claro que 3 < a.

A segunda propriedade também se demonstra por inducdo transfinita em a.
Sé.0 caso sugessor nao € trivial. Seja § < a + 1. Basta estudar o caso em que
B/< a. Ora, por hipétese de indugao transfinita, tem-se V3 C V,,. Agora, basta
mostrar que V,, C V,11. Tome-se z € V,,. Com vista a mostrar que = C V,,
tome-se y € = ao arbitrio. Por (1), existe v < a tal que y € V,. Por hipétese
de indugaostransfinita, y € V,,. Como se queria.

A terceira propriedade sai imediatamente das duas primeiras. O

Exercicio 99. Seja ZF~ a teoria ZF sem o axioma da fundagdo. Mostre
que ZF~ adicionado com a postulado Vx3a (z € V,,) demonstra o arioma da
fundagao.

Corolario 20. Para todo o ordinal o, o € Vuyq.

Demonstragao. A demonstracdo é por indugdo transfinita em a. O caso 0
¢ imediato, pois V; = {0}. Se, por hipdtese de inducao transfinita, o € V41

7
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entdo, por (3) da proposi¢dao anterior, & C V,41. Conclui-se que a|J{a} C
Vit1, ie., a+1 € V4o, Considere-se agora v um ordinal limite. Por hipdtese
de indugao transfinita, Yoo < v (a € Voy1). Logo, Yo < v (a € V), ou seja,
v € V,. Portanto, v € V4. O

Exercicio 100. Mostre que, para todo o, o ¢ V.

Do corolario acima conclui-se que a classe V' contém todos os ordinais e,
consequentemente, é uma classe prépria. Vamos ver, de seguida, que a teoria
ZF demonstra que a classe V' é todo o universo dos conjuntos. Juntamente com
o exercicio 99, isto mostra que em ZF~ o axioma da fundagdo é equivalente a
dizer que Vz3a (z € V,). Antes, porém, é conveniente demonstrar o seguinte
lema que diz que o axioma da fundagao também é verdadeiro para classes:

Lema 20. Seja C' uma classe nao vazia. Entdo existe um elemento y € C' tal
que yNC = 0.

Demonstragao. Tome-se x € C. Seja z = TC({z}), i.e., z é o fecho transitivo
do conjunto singular {z}. Note-se que z é um conjunto transitivo e x € z. Pelo
axioma da separacao, z N C' é um conjunto. Note-se que este conjunto‘€ nao
vazio. Logo, pelo axioma da fundacao, existe y € 2N C tal que y N 2N C = (.
Como y C z (visto que z é transitivo), vem y N C = (. O

Proposicao 75 (Principio da €-indugio). Seja C uma classe e admitamos que
(Condigao de Progressao) Ve((Vzex (z€ C))— xz e C),
entao C € a classe universal.

Demonstragao. Admitames, com vista a um_ absurdo, que a classe comple-
mentar C°¢ é nao vazia. Pelo lema anterior, existe z € C° tal que zNC°¢ = (). Por
outras palavras, se z € x entdao z € C. Pela condigdo de progressao conclui-se
que x € C, o que é absurdo. O

Teorema (Universo cumulativo). Para todo o conjunto x, existe um ordinal
a tal que x € V.

Demonstragao.. Seja z-um’ conjunto ao arbitrio e admitamos que, para todo
z € x, existe autal que z '€ V,. Entao, podemos definir uma operagao que, a cada
elemento z de x, faz corresponder o menor nimero ordinal a tal que z € V.
Pelo axioma da substituicao, estes ntimeros ordinais formam um conjunto e,
portanto, podemos tomar um ordinal 8 que os majore a todos. Temos, pois,
Vz(z.€ © — z € V), ou seja, x C V. Logo, € Vgy1. O resultado sai por
€-indugao. O

O teorema anterior mostra que todo o conjunto aparece numa certa etapa V,
da hierarquia cumulativa. O primeiro ordinal « tal que = € V,, é, obviamente,
um ordinal sucessor. Denota-se por cota(x) o menor ordinal o tal que z € Vyyg.
Note-se que cota(a) = a, para os ordinais a.

Exercicio 101. Mostre que, para todo o x, cota(x) = sup{cota(y)+1:y € z}.
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