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O axioma da escolha é frequentemente usado na matemadtica, por vezes de
modo quase imperceptivel. Se bem que muitas vezes apenas se usem formas
enfraquecidas do axioma (p. ex., AC, ou DC), outras vezes ele é usado em todo
(ou quase todo) o seu poder. Nesta seccao, vamos apresentar alguns exemplos
de argumentos que ocorrem na pratica matematica e que utilizam o axioma-da
escolha.

Um primeiro exemplo, ja discutido anteriormente; é o da equivaléncia entre
as nogoes de conjunto infinito e infinito & Dedekind. A primeira propriedade
implica a segunda com a ajuda do axioma da escolha. O argumento que usamos
na demonstracgao da Proposi¢do 30 apenas necessita do axioma DC das escolhas
dependentes. De facto, pode mesmo argumentar-se que AC,, ja é suficiente:

Proposigao 1. Em Z + AC,,, todo .o conjunto infinito € infinito a Dedekind.

Demonstragao. Dado que X é um conjunto infinito, tem-se
Vn € wiZ € P(X)(card(Z) = 2™).

Por AC,,, existe uma sucessao.n ~+ Z,, de subconjuntos de X cada qual com 2"
elementos. Ora,

card(Ji_y Zip< > ycard(Z;) = Y0 20 = 2nH — 1 < 27l

Tem-se, pois, que Vn Ewdz’e X(z € 2"\ (UL, Z;). Novamente por AC,,,
existe uma sucessao n ~ x, de elementos de X tais que, para todo n € w,
Tn € Z" (U, Zi). Claro que esta sucessao é uma injec¢ao de w em X.
Logo, X é infinito & Dedekind. O

Dado w um ntmero real e X um subconjunto de R, diz-se que w é ponto
aderente de X se Ve > 03z € X |z — w| < e. Na presenca de AC,,, esta nogao
é equivalente a dizer que existe uma sucessdo (Tp)ncw de elementos de X a
convergir para w. Com efeito, admitamos que w é ponto aderente de X. Entéao,
Vn €wdr € Xz —w| < nil. Por AC,, existe f : w — X tal que, para todo
new, |f(n)—wl < n%rl Claro que a sucessao z, = f(n), de elementos de X,
converge para w. A implicagdo contraria é imediata e ndo necessita do axioma
da escolha.
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Exercicio 1. Uma funcdo f : R — R diz-se sequencialmente continua no ponto
x € R se, sempre que (Tn)new € uma sucessio de nimeros reais a convergir para
x, entdo a sucessio (f(xn))new converge para f(x). Mostre em Z + AC,, que
uma funcao real de varidvel real f € continua num ponto x € R se, e somente
se, € sequencialmente continua em x.

Dado um espaco vectorial V' sobre um corpo K, um conjunto X de vectores
de V diz-se linearmente independente se, para toda a sequéncia finita z1,..., T,
de elementos de X, se tem:

V)\l,,)\nGK()\lxl-f—+)\n$n:0—>>\1::AnZO)

Um conjunto de vectores X diz-se uma base de Hamel do espago vectorial V'
se for linearmente independente e gerar V', no sentido em que, para todo = € V.,
existem elementos z1,...,x, € V e escalares Ay,..., A\, € K tais que z =
A1+ -+ Apxy,. Um conjunto X de vectores linearmente independente dizsse
mazximal se, sempre que Y é um conjunto de vectores que contenha propriamente
X, entao Y ja nao é linearmente independente. O seguinte lema é fundamental:

Lema 1. Todo o conjunto de vectores linearmente independente maximal € uma
base.

Demonstragao. Seja X um conjunte linearmente independente maximal.
Considere-se  um elemento de V. Por maximalidade, X U {z} néo ¢ linear-
mente independente. Entao existe'uma combinagao. linear nula de elementos
de X U {z} sem que todos os coeficientes sejam nulos. Dado que X é linear-
mente independente, esta combinacao linear nula é necessariamente da forma
Az 4 MA@y + -+ A, com A # 0. Sai @ = =M Awy — - — ATy, O

Teorema 1. Todo o espacgo wvectorial tem uma base de Hamel.

Demonstragao. /Seja V um espago-vectorial. Seja Z o conjunto de todos os
subconjuntos X de V linearmente independentes (note que § € 7). Vamos ver
que Z munido da ordem parcial “estar contido” estd nas condicoes de aplicagao
do lema de Zorn. Com.efeitos/seja C uma cadeia (nao vazia) de elementos de Z.
Vamos ver que |[JC é um conjunto linearmente independente. Sejam x1,...,x, €
|JC. Dado que | C é uma cadeia, existe X € C tal que {z1,...,2z,} C X. Daqui
sai que qualquer combinacao linear nula de x4, . . ., z,, tem necessariamente todos
0s. coeficientes nulos. Pelo lema de Zorn, existe B € 7 maximal. Pelo lema
anterior, B é base de V. O

O axioma da escolha tem, por vezes, consequéncias desagradaveis. O axioma
permite mostrar a existéncia de certos objectos “patoldgicos” que, de outro
modo, nao existiriam. Curiosamente, as formas enfraquecidas AC, ou DC da
axioma da escolha nao sao geralmente suficientes para mostrar a existéncia das
patologias.

Um problema importante da andlise matemética consiste em estender a
nocao de comprimento dum intervalo a subconjuntos mais complicados de R.
Idealmente, gostariamos de estender esta nogao a todos os subconjuntos de R.
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Pde-se o problema: serd que existe uma fungéo p : P(R) — [0, 4+o00] de tal sorte
que:

1. u(@) =0e pu(R) = +oo.

2. se (Xpn)new € uma sucessao de subconjuntos mutuamente disjuntos de R,
entio uUpew Xn) = 2w #(Xn).

3. se a,b e R com a <b, entdo u([a,b]) =b—a.

4. sea€eReX CR,entdo u(X) =pla+X),onde a+X = {a+z:2€ X}.

Os dois primeiros requisitos garantem que p é uma medida (definida em todos
os subconjuntos de R). A segunda propriedade é conliecida como.g-aditividade.
O terceiro requisito diz que a medida dum intervalo é o seu comprimento. O
iltimo requisito diz que a medida é invariante para translagoes.

Lema 2. Seja u como acima. Tém-se as sequintes propriedades:
i. se X,Y CR sao conjuntos disjuntos, entdo j1(X U¥) = u(X) + u(Y).
it. se X CY CR, entao u(X) < u(Y).

iti. se (Xn)new € uma sucessao crescente de subconjuntos de R (X,, C X,,11 C
R, para todo n € w), entdo p(|J,,c., Xn) = sup,c, t(Xn).

necw <N

Demonstracgao. A primeira propriedade é consequéncia da o-aditividade de p
(e do facto de que (@) = 0). A.segunda propriedade sai da anterior: com efeito,
se X C Y, entao pu(Y) = p(XUY\X)) = m(X)+p(Y\X) > p(X). Finalmente,
argumentemos (iii). Seja (X, )neo uma sucessdo crescente de subconjuntos de
R. Defina-se Yy = Xo € Yiyq = Xpny1 \ Xpn. Note-se que |, Xn = Upeo, Yn ©
que esta ultima uni@o ¢é disjunta. Vem:

H’(UnEw X") = /J‘(UnEw Yn) - Znéw IU‘(YTL) = Supnew (Z?:O M(K)) =
Suanw N(U?:O Y;) = SupnGw /’L(Xn)3

onde se utiliza o facto de que cada X,, é a uniao dos Y;, com i < n. O

Vamos ver que, na presenga do axioma da escolha, nao ha uma fungao u
que satisfaca (1)-(4). Mais especificamente, com a ajuda do axioma da escolha,
vamos exibir um conjunto V — o chamado conjunto de Vitali — cuja existéncia
de medida leva a uma contradi¢ao. Defina-se a seguinte relagao de equivaléncia
em R: o ~y sse z —y € Q. Pelo axioma da escolha, seja V' um conjunto de
representantes para esta relacao de equivaléncia. Claramente, R = | J qu(Q+V)-
Além disso, esta unido numeravel é disjunta. Com efeito, suponhamos que
(g+V)N(¢+V)#0D, comq,q € Q. Sejax € (¢g+V)N (¢ +V). Entdo existem
r,r’ € V tais que x = g+r = ¢+r'. Daquisai quer—r’ = ¢'—q € Q. Logor ~ 1’
e, portanto, r = ' (j& que ambos r e r’ estdo num conjunto de representantes
V). Por o-aditividade, > .o p(q + V) = +o00. Pela invariancia da translacao,
(g + V) = u(V), para todo ¢ € Q. Conclui-se que p(V) > 0. Por (iii) do
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lema anterior, pu(V) = sup,,c,, Va, onde V, = [-n,n] N V. Fixe-se, entao, k
suficientemente grande tal que y(Vy) > 0. Ora, U,e(0.1jn0(a+ Vi) € [—k, k+1].
Por o-aditividade e as propriedades (3) e (4), > ,c(0,1jn0 (V) < 2k + 1. Isto é
absurdo, pois a série a esquerda da desigualdade é soma infinita de um mesmo
elemento nao nulo.

Perante o exemplo de Giuseppe Vitali, os analistas escolhem manter as pro-
priedades (1)-(4) mas admitir que a fungdo p nao esteja definida em todos os
subconjuntos de R. Em andlise matematica desenvolve-se a medida de Lebesgue
com as propriedades (1)-(4), porém apenas definida nos denominados conjuntos
mensurdveis a Lebesque. Os conjuntos mensuraveis a Lebesgue contém os inter-
valos e sao fechados para complementacoes e unioes numeraveis. Na presenca
do axioma da escolha, o conjunto de Vitali é um exemplo dum conjunto que nao
é mensuravel a Lebesgue. No inicio dos anos setenta do século passado, Robert
Solovay exibiu um modelo de ZF + DC em que todo o conjunto é mensuravel
a Lebesgue. O resultado de Solovay mostra que a existéncia de conjuntos nao
mensuraveis & Lebesgue necessita do axioma da escolha (nem sequer bastando
formas enfraquecidas deste).

O exemplo de Vitali pode ser refinado de forma mais ou menos dramatica.
Um resultado de Stefan Banach e Alfred Tarski publicado em. 1924 mostra que
é possivel particionar a bola unitdria de R® num niimero finito de pedacos de
tal modo que seja possivel re-arranjar esses pedacos, por meio de rotagoes e
translacgoes, e obter no final duas cépias da bola unitéria. Este resultado é con-
hecido por paradoxo de Banach-Tarski. Nao se trata realmente dum paradoxo,
mas tao-somente dum resultado extremamente contra-intuitivo. Os pedagos de
que o resultado de Banach-Tarski fala ndo sao mensurdveis: o axioma da es-
colha desempenha um papel essencial nesta decomposi¢ao da bola unitaria, a
semelhanca do que sucede no exemplo de Vitali.



