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1. ABERTURA

Por volta de 300 a.C., Euclides descreveu um algoritmo de recorréncia
para calcular o méaximo divisor comum entre dois ntmeros inteiros
positivos. Ei-lo:

EUCLIDES(a, b)

1 se b=0
2 entao o resultado é a
3 caso contrario o resultado é EUCLIDES(b, amodb)

Como exemplo do processo computacional descrito pelo algoritmo
EUCLIDES, consideremos a computagao do méaximo divisor comum
entre os numeros 30 e 21:

EUCLIDES(30,21) = EUCLIDES(21,9)
= EUCLIDES(9, 3)
= EUCLIDES(3,0) = 3

O algoritmo EUCLIDES descreve uma sequéncia de passos computa-
cionais que, a partir das entradas a e b, produz um determinado
resultado: a saber, o maximo divisor comum entre a e b. Nao des-
crevemos exaustivamente todos os passos computacionais que sub-
jazem & execucao do algoritmo. Por exemplo, nao descrevemos os
passos computacionais que permitem calcular a mod b, i.e., o resto da
divisao inteira de a por b. Supusemos que esta computacao nao é
problematica e que é por demais conhecida dos leitores — de facto,
conhecida desde os primeiros tempos de escola.

Palestra proferida no dia 19 de Outubro de 2000, integrada no ciclo “2000
matematica vradical” do Departamento de Matematica da Faculdade de Ciéncias
da Universidade de Lisboa.
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Cada ciclo do algoritmo EUCLIDES calcula um resto. Estes restos
vao diminuindo sucessivamente, uma vez que o resto duma divisao é
sempre inferior ao divisor. Assim, mais tarde ou mais cedo, o resto
anula-se, entrando o algoritmo na cldusula de escape 2 e terminando
com o resultado final. O facto de o resultado estar correcto, i.e.,
de ser realmente o maximo divisor comum (mdc) dos dois nidmeros
dados, advém da seguinte igualdade: mdc(a,b) = mdc(b, a mod b).

Se quisermos saber se um numero inteiro a, com a > 1, é um
nimero composto (i.e., nado primo), podemos procurar exaustiva-
mente por um divisor de a, desde 2 até a sua raiz quadrada:

EXAUSTAO(a)

1 k<2

2 enquanto k% < a

3 se amodk =0

4 entao o resultado é SIM
5 caso contrario k — k+1
6 o resultado é NAO

O algoritmo EXAUSTAO é iterativo e, dado a, a iteragdo pode ocor-
rer um numero de vezes da ordem de /a — 1. O ndmero de cic-
los de EUCLIDES é muito menor: dados a e b, EUCLIDES tem, no
maximo, 2(1 + logya) ciclos. A razao para este facto nao é dificil de
explicar. Basta observar que a cada dois ciclos de EUCLIDES o resto
diminui para, pelo menos, metade. Com efeito, se amodb ja fosse,
quanto muito, metade de b entao, num so6 ciclo, o resto ji se teria
reduzido o suficiente. Caso contrario, o resto seguinte seria bmodr,
com r = amodb > g. Logo, o resto seria b —r < %-
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Os dois algoritmos acima dizem respeito a ntimeros inteiros posi-
tivos. Do ponto de vista computacional, estes niimeros sao dados em
notacao posicional binaria, i.e., como sequéncias apropriadas de Os e
1s. O comprimento |a| dum ndmero inteiro positivo a é o nimero
de bits que entra na sua representacao binaria. Nao é dificil ver que
esse numero difere de log,a por, no maximo, uma unidade. Se n
for o maximo dos comprimentos das entradas a e b, entdo o nimero
de ciclos computacionais por que passa a execucao de EUCLIDES estd
limitado pelo valor 2(n + 2): na giria matemadtica, é O(n). Por sua
vez, em cada ciclo, EUCLIDES efectua uma divisao inteira. Ora, o algo-
ritmo usual da divisdo inteira é quadratico, i.e., efectua-se em O(n?)
passos, onde n é o maximo dos comprimentos do dividendo e do divi-
sor. Em suma, EUCLIDES trabalha em O(n?®) passos. EUCLIDES é um
algoritmo em tempo cubico e, portanto, em tempo polinomial. Por
outro lado, para uma entrada a, o algoritmo EXAUSTAO pode ter que
sofrer \/a — 1 iteragoes. Se n for o comprimento de a, estas iteragoes
corresponderiam a cerca de 22 tarefas (e, portanto, a pelo menos
tantos passos computacionais). EXAUSTAO nao é um algoritmo que
trabalhe em tempo polinomial.

Um algoritmo como EXAUSTAO nao é eficiente do ponto de vista
pratico. Um computador que trabalhe ininterruptamente a 1GHz
durante um ano efectua cerca de 3,2 x 10'6 passos computacionais.
Por sua vez, para n = 128, 22 é, aproximadamente, 1,8 x 10'9. Por
conseguinte, um computador a 1GHz demoraria cerca de 563 anos
a executar 294 passos computacionais. Para n = 256, 2% & cerca de
3,4x1038. O nosso sistema solar tem, aproximadamente, 6 x 10° anos.
Consequentemente, todo esse tempo estd ainda muitissimo longe de
chegar para executar 2'?® passos a 1GHz!

2. O ENUNCIADO DO PROBLEMA

Seja ¥ um alfabeto finito (i.e., um conjunto finito e nao vazio) e
seja ©* o conjunto de todas as sequéncias finitas de elementos de 3 (as
palavras de X). Um problema é um subconjunto de ¥*. Por exemplo,
o conjunto de todos as palavras do alfabeto {0,1} que representam
— em notacgao posicional bindria — um numero composto forma um
problema: o problema COMPOSTO. Qutro exemplo é o problema
de saber se o maximo divisor comum entre dois niimeros inteiros
positivos é 1. Podemos formular este problema no alfabeto {0, 1, #}
como sendo o conjunto constituido pelas palavras da forma z#y, onde
x e y sao palavras do alfabeto {0,1} que representam nimeros cujo
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méaximo divisor comum é 1. Chamamos a este problema PRIMOS-
ENTRE-SI.

Um problema L num alfabeto X diz-se decidivel em tempo polino-
mial se existir um algoritmo que trabalhe em tempo polinomial e que
termine em SIM sempre que a entrada x estiver em L, e que termine
em NAO caso contrario. A classe P é a classe dos problemas de-
cidiveis em tempo polinomial. Nao definimos matematicamente nem
a nocao de algoritmo nem a nocao de passo computacional. Por con-
seguinte, a caracterizagao que acabamos de descrever é meramente
indicativa. A definicdo matematica, rigorosa, da nogao de algoritmo
apareceu nos anos trinta do século passado, fruto de investigagoes
em légica matemética (por, entre outros, Jacques Herbrand, Kurt
Godel, Alonzo Church, Emil Post, Stephen Kleene e Alan Turing).
A definicdo de algoritmo devida a Turing nao toma muito espago.
Fornecemo-la no anexo a este artigo, tornando assim completa e ri-
gorosa a formulacao do problema P versus NP aqui apresentada.

Um problema L num alfabeto X diz-se decidivel ndo deterministica-
mente em tempo polinomial se houver uma relagdo bindria R em *,
decidivel em tempo polinomial, e houver um polinémio p(X) € N[X]
tal que, para todas as palavras x € ¥*,

z €L < Jy(lyl <p(lz]) &zRy), (%)

onde |z| denota o comprimento da sequéncia (palavra) x. A classe
NP é a classe dos problemas decidiveis em tempo polinomial nao
determinista.

Enunciado do problema: Serd que P = NP?

E claro que coMPOSTO € NP, pois um ntumero inteiro positivo a é
composto se, e somente se,

b (|b] < la] &1 < b < a&amodb=0).

Neste exemplo, a relagdo bindria pertinente (dita relacao de veri-
ficaga@o) é a relagdo aRb < 1 < b < a&amodb = 0. Note o leitor
que se trata duma relagao decidivel em tempo polinomial. Todo o
problema em P (e.g., o problema PRIMOS-ENTRE-SI) estd em NP por
razoes triviais: se L € P entao L € NP através da relacdo de veri-
ficagdo 2Ry < y =y &z € L e tomando para p(X) o polinémio de
valor constante 1. O problema P versus NP é o problema de saber se
NP C P.
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Dizemos que um problema L estd na classe EXP se puder ser de-
cidido por um algoritmo que trabalhe em tempo O(Zp(”)), para um
certo polinémio p(X) € N[X]. Dado L € NP como em (x), uma busca
exaustiva mostra que L € EXP:

FORGABRUTA ()
1 y—e
2 enquanto |y| < p(|z|)
3 se xRy
4 entao o resultado é SIM
5 caso contrario y <« s(y)
6 o resultado é NAO

Aqui, € denota a palavra vazia e s(y) denota a palavra que se segue a
palavra y na seguinte ordenacao total de ¥*: supondo que os elemen-
tos de X estao previamente ordenados, diz-se que uma palavra x € X*
precede outra palavra y € X* se o comprimento da primeira for infe-
rior ao comprimento da segunda ou se, tendo ambas o mesmo com-
primento, entao x precede y lexicograficamente. Seja m, com m > 1,
o numero de elementos do alfabeto 3. O nimero de palavras de 3*

. . ~ . . .
cujo comprimento nao excede n é " —— L, 0 que permite concluir

que FORCABRUTA trabalha em tempo (’)(2’"(”)), para certo polinémio
r(X).

A um valor y que testemunhe a verdade do segundo membro de ()
chama-se um certificado sucinto da afirmagdo x € L. Dado x € L, é
uma tarefa facil verificar se um dado candidato a certificado sucinto
é, ou nao, genuino; a dificuldade estd em encontra-lo no meio de
um potencial nimero exponencial de candidatos! E precisamente
nesta procura que reside a dificuldade de decidir a generalidade dos
problemas de NP.

Nao se deve confundir a questdo P = NP com a questao P = EXP.
Esta udltima questdo tem uma resposta pronta: a teoria da comple-
xidade computacional mostra facilmente que hé problemas em EXP
que nao estdao em P (através de um argumento de diagonalizacao:
ver adiante). H4 pouco, vimos que NP C EXP, mas nao se sabe se
NP = EXP. Os especialistas acreditam que nao.
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3. CoMPLETUDE NP

Sejam Lj e Lo dois problemas nos alfabetos 1 e Yo, respecti-
vamente. Diz-se que L se p-reduz a Lo, e escreve-se L1 <, Lo, se
existir uma funcao f : ¥ — X3, computavel em tempo polinomial,
tal que z € L1 < f(x) € Lo, para todos os elementos x de 37. Se
Ly <, Ly e Ly € P, conclui-se imediatamente que L; € P. Com
efeito, decide-se se © € L calculando primeiro f(z) e, em seguida,
testando se f(z) € Lo.

Um problema L diz-se NP-completo se L € NP e se todo o problema
em NP se p-reduz a L. Se os houver, os problemas NP-completos sao
os mais dificeis de entre os problemas em NP. Observe o leitor que
se um problema NP-completo estiver em P, entao P = NP.

Em 1971, Stephen Cook mostrou que existem problemas NP-comple-
tos. Eis um exemplo dum problema NP-completo.

Um grafo finito orientado G é um par (V, E), onde V' é um conjunto
finito e £ é um subconjunto de V x V. Devemos interpretar os
elementos de V' como sendo os vértices do grafo e cada par (z,y),
tal que zFEy, como sendo um arco que liga z a y neste sentido. Um
caminho Hamiltoniano em G é uma permutagao xi,xs,...,&, de V
tal que, para todo 1 < ¢ < n, se tem z;Fx;.1. Por outras palavras,
um caminho Hamiltoniano é um caminho através dos arcos do grafo
que passa por cada um dos seus vértices uma, e uma unica, vez. Por
exemplo, o grafo

[INSERIR GRAFO]
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tem um caminho Hamiltoniano, eg. 1 - 2 — 4 —- 3 — 5 — 6.
Chamamos HAMILTON ao problema de saber se um dado grafo tem,
ou nao, um caminho Hamiltoniano. Este problema é NP-completo.

Alguns leitores sentir-se-ao incomodados com a informalidade do
exemplo. Qual é o alfabeto ¥ que subjaz a HAMILTON? De que
subconjunto L de X* se trata exactamente? Este tipo de informali-
dade é muito usual em teoria da complexidade computacional (e, em
geral, em matematica). Em ciéncia, a formalizacdo é q.b. Quando
se apresenta um problema deste modo informal, pressupéem-se que
as entradas do problema (neste caso, os grafos) estao representadas
de alguma forma natural num determinado alfabeto. Por exemplo,
um grafo orientado de n vértices pode representar-se através da sua
matriz de adjacéncia n x n, cuja entrada a;; ¢ 1 se houver um arco
de ¢ para j, e é 0 no caso contrario. A matriz de adjacéncia do grafo
do exemplo acima é:

01 0110
000100
100010
001000
0 00O0O0T1
0 01101

Uma matriz de Os e 1s representa-se muito facilmente no alfabeto
{0,1,#}, com o sinal # a desempenhar o papel de separador das
linhas da matriz. Claro que hé outras maneiras de representar natu-
ralmente um grafo. Isso é indiferente no que concerne aos nossos
estudos, desde que as diferentes representacoes sejam funcodes com-
putaveis em tempo polinomial umas das outras. Por sua vez, os
caminhos Hamiltonianos também se representam naturalmente no
alfabeto {0,1,#}. O caminho do exemplo pode representar-se por

1411411114111 #11111#111111.

Com esta representacao, os caminhos Hamiltonianos dum grafo com
n vértices sdo sempre palavras de comprimento > i ;i +(n—1) < n?
Logo, © € HAMILTON se, e somente se,

Jy (|ly| < |z|* & “y é um caminho Hamiltoniano do grafo z),

pois o comprimento da representacao de um grafo majora o nimero
de vértices desse grafo. Tendo em conta que a relagao binaria “y é um
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caminho Hamiltoniano do grafo x” é decidivel em tempo polinomial,
concluimos que HAMILTON € NP. De facto, HAMILTON é um problema
NP-completo. Qual é a razao para isso?

Historicamente, o primeiro exemplo de problema NP-completo foi
o problema SATISFACAO. Este problema consiste em decidir se uma
férmula do cédlculo proposicional é satisfazivel, isto é, se podemos
dar valores de verdade as suas variaveis proposicionais de modo a
que o valor da férmula resulte verdadeiro. Stephen Cook mostrou
essencialmente o seguinte. Dado um problema em NP da forma
Jy (ly| < p(Jz|) &xRy) e dada uma maquina de Turing M (vide
anexo) que decida a relagao de verificacdo R em tempo polinomial,
ha uma funcdo computdvel em tempo polinomial que, dada a en-
trada z, computa uma férmula proposicional F,, — a qual “descreve”
a computacao de M quando sao introduzidas as entradas x e y,
com (algumas) das varidveis proposicionais a representar a palavra
desconhecida y — tal que F, é satisfazivel se, e somente se, para
um certo y com |y| < p(|z|), M decide afirmativamente que xRy.
Foi com esta receita universal que Cook mostrou que SATISFAGAO é
um problema NP-completo. Atendendo & transitividade da relagao
de p-redutibilidade, qualquer problema de NP em relagdo ao qual
SATISFAGAO se p-reduza é um problema NP completo. H&, portanto,
um método pratico para demonstrar que um determinado problema
de NP é NP-completo: basta mostrar que SATISFAGAO se p-reduz a
esse problema.

Mais geralmente, um problema de NP em relacdo ao qual um de-
terminado problema NP-completo se p-reduza, é NP-completo. E
0 que acontece com HAMILTON e com centenas de outros proble-
mas que aparecem naturalmente em teoria dos grafos, combinatoéria,
programacao matemaética, problemas de tabelamento, etc. Alguns
destes problemas tém uma importancia industrial tremenda. A exis-
téncia de um algoritmo verdadeiramente eficiente que pudesse decidir
SATISFACAO teria consequéncias revoluciondrias na industria. Em
contrapartida, como abordamos na proxima seccao, destruiria a se-
guranga das transacgoes financeiras na internet e através de outras
vias electrénicas.



O PROBLEMA P VERSUS NP 9

4. CRIPTOGRAFIA

Entre os matematicos, sao bem conhecidas as opinides puristas
do grande matematico inglés Godfrey Hardy (1877-1947). Na sua au-
tobiografia A Mathematician’s Apology (Cambridge University Press,
1992), escreveu: “Nunca fiz nada de ‘“dtil’. Nenhuma descoberta
minha fez, nem é provavel que faca, directa ou indirectamente, para
0 bem ou para ou mal, a mais pequena diferenca para a aprazibili-
dade do mundo”. Ironicamente, a drea da matematica a que Hardy se
dedicava — a teoria dos niimeros — tem tido, desde os anos setenta,
importantissimas aplicagoes a seguranca das transacgoes comerciais
e, mais geralmente, & confidencialidade das transmissoes secretas.

Um sistema criptografico K é um par (ck,dg), onde cx contém a
informacao necessédria para o emissor codificar mensagens (é a chave
de codificagao) e di contém a informacao necessdria para o receptor
ler mensagens codificadas (é a chave de descodifica¢ao). Nos sistemas
criptograficos cldssicos, dx obtém-se facilmente a partir de cx. Para
usar estes sistemas é condicao sine qua mon haver uma comunicacao
prévia e secreta entre emissor e receptor para concertar o par crip-
tografico. Sistemas como estes chamam-se sistemas de chave privada.
Em 1976, Whitfield Diffie e Martin Hellman conceberam a ideia dum
sistema criptografico de chave piblica, i.e., um sistema em que seja
computacionalmente impraticavel deduzir di a partir de cx. Nestes
sistemas, o receptor fabrica previamente o par criptografico (cx, dr),
torna publica a chave de codificacdo cx (em particular, torna-a co-
nhecida do emissor) e guarda para si a chave dg, pelo que nao ha
necessidade de uma comunicagao secreta entre emissor e receptor.
Logo em 1977, Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman pro-
puseram o primeiro sistema de chave publica, hoje conhecido por
RSA. Este sistema continua a ser um dos mais seguros conhecidos,
sendo o mais utilizado para codificar mensagens através da internet.

A seguranca do sistema RSA baseia-se no facto de que é muito facil
multiplicar nimeros, enquanto que ha a conviccao de que é muito
dificil factorizé-los (correntemente, é impraticdvel factorizar regular-
mente nimeros com 200 casas decimais). Se P = NP, entao factorizar
seria facil. Com efeito, o problema



10 FERNANDO FERREIRA UNIVERSIDADE DE LISBOA

Lfge ={(k,a):3d(1 <d < k& amodd=0)}

estd em NP. Dado um inteiro a, com a > 1, o seu mais pequeno
divisor primo pode encontrar-se por meio duma pesquisa bindria na
qual se consulta Ly,. cerca de logsa vezes. Portanto, se Lf,. € P
entao poderiamos encontrar o mais pequeno divisor de a em tempo
polinomial. Repetindo o processo, poderiamos factorizar ¢ em tempo
polinomial. Em suma,

P = NP = factorizar é facil.

Tanto quanto se sabe, pode acontecer P # NP e, ainda assim, ser
facil factorizar. H4 mesmo quem encare seriamente esta possibilidade,
baseado na convicgao de que ainda nao se trabalhou suficientemente
no assunto.

Alguns problemas que advém da teoria dos niimeros tém um es-
tatuto muito interessante e curioso. Por exemplo, o problema COM-
POSTO estd em NP, mas é muito duvidoso que seja NP-completo.
Em 1975, Vaughan Pratt mostrou que o problema de decidir se um
dado numero inteiro é, ou nao, primo estd em NP. Dito de outro
modo, os numeros primos tém certificados sucintos! Por conseguinte,
COMPOSTO é um problema que estd em NP e cujo problema com-
plementar (essencialmente o problema PRIMO hé& pouco mencionado)
também estd em NP. Pensa-se que os problemas complementares de
problemas NP-completos nao estejam em NP pois, caso contrario, to-
dos os problemas em NP teriam os seus complementares também em
NP.

Um pouco surpreendentemente, em 1976, Gary Miller mostrou
que PRIMO € P, desde que se admita uma determinada conjectura
mateméatica: a HipStese Generalizada de Riemann'. Entre os espe-
cialistas de teoria dos nimeros hé a convicgao de que esta hipdtese
é verdadeira. Note-se, porém, o seguinte: ainda que PRIMO € P,
nao se segue necessariamente que factorizar seja facil, pois podera
nao haver nenhuma reducdo em tempo polinomial do problema de
procura (search problem) factorizag¢do para o problema de decisao
PRIMO. A inexisténcia de tal redugao foi recentemente conjecturada
por Stephen Cook.

1A Hipétese de Riemann aparece referida no artigo de Nuno Costa Pereira, no
presente volume
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5. SUMULA

No dia 24 de Maio de 2000, numa conferéncia no College de
France em Paris, o Clay Mathematics Institute de Cambridge (Mas-
sachusetts) pos a concurso sete problemas de matemadtica. O prémio
atribuido a solucao de cada um destes “Millennium Prize Problems”
é de um milh&o de ddlares americanos. O primeiro problema da lista
é o problema P versus NP. De algum modo, este problema é diferente
dos restantes, na medida em que pertence a uma area cientifica relati-
vamente recente, sem o corpo de conhecimentos e grau de sofisticagao
matematica de outras areas mais nobres e antigas da matemaética.

A maior parte dos especialistas acredita que P # NP, ainda que
tenham havido — e, certamente, continuarao a haver — tentativas
sérias de decidir em tempo polinomial determinados problemas NP-
completos. O método par excellence de separar classes de complexi-
dade computacional é o método da diagonalizagdo. Este método per-
passa a logica matematica e teve a sua origem ha mais de um século
num célebre argumento de Georg Cantor no ambito da teoria dos con-
juntos. Infelizmente, tem sido impotente para separar as classes P e
NP. Métodos alternativos, como argumentos combinatoriais com-
plicados na teoria dos circuitos Booleanos, parecem estar longe de
conseguir abordar a plenitude do problema. Sendo verdade que nos
ultimos trinta anos se aprendeu muito acerca da natureza do pro-
blema P versus NP, também nao deixa de ser verdade que ninguém
hoje sabe realmente como abordar o problema. Nao obstante, nao se
pode excluir que alguém, com um golpe de asa, consiga separar P de
NP através dum argumento relativamente elementar.

P = NP?

Nao.

Factorizar é dificil?

A respeito desta questao, sou agnéstico.
Quando serd resolvido o problema P versus NP?
Circa 2015.

Quem o resolverd?

Talvez o meu caro leitor!

FOIOAOFL
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6. ANEXO SOBRE MAQUINAS DE TURING

Dado um alfabeto ¥, uma maquina de Turing é, informalmente,
uma sequéncia finita de instrucgdes que rege uma cabeca movel de
leitura e escrita a qual, em cada momento, visiona uma célula duma
fita de trabalho. Esta fita é infinitamente prolongavel em ambas as
direccoes e estd dividida em células contiguas. Em cada célula estd
inscrito um sfmbolo de ¥ ou, entdo, ndo estd nada inscrito (neste
caso, também se diz que a célula estd em branco, ou que nela esta o
simbolo especial b). Em cada momento da computagao, a maquina de
Turing estd num determinado estado g de entre um conjunto (finito),
previamente especificado, de estados . O que a méaquina faz no
momento seguinte depende do estado em que esta, do simbolo que a
cabega estd a ler e daquilo que consta na lista de instrugoes (funcao
de transicao).

Definigao. Seja X um alfabeto e b ¢ X. Uma mdquina de Turing
(determinista) M no alfabeto 3 é um par (@, ), onde @) é um con-
junto finito nao vazio com trés elementos especiais qg, gs € ¢, € onde
© é uma funcao de (Q\{gs, gn}) x (XU{b}) para @ x (XU{b}) x{—1,1}.

Suponhamos que O(q,0) = (¢’,0’,9), que M estd no estado ¢ e
que a sua cabeca estd sobre uma célula cujo simbolo inscrito é o.
No passo subsequente, M passa para o estado ¢’, substitui na célula
em questao o simbolo o por ¢’ e move a cabeca para a esquerda ou
para a direita conforme 6 é —1 ou 1, respectivamente. As proximas
defini¢oes formalizam estas ideias.

Definigao. Seja M uma méquina de Turing no alfabeto ¥. Uma
configuragio C' de M é um triplo (x,q,y) com z e y palavras de
Y U{b}, y # € (i.e., y ndo é a palavra vazia) e ¢ € Q.

Sendo y # €, entdao y é da forma sw, com s € Y U {b} e w €
(XU {b})*. Dito de outro modo, y é a concatenagao dum simbolo de
Y U{b} com uma palavra (possivelmente vazia) de X U{b}. Dizer que
a maquina M estd na configuragdo (x,q, sw) significa dizer que M
estad no estado ¢, que a sua cabega estd sobre uma célula cujo simbolo
inscrito é s, que a esquerda dessa célula consta a palavra x e que a
sua direita consta a palavra w. Com esta interpretagao, seguem-se
duas defini¢es naturais:
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Definigao. Sejam C e C’ configuragoes duma méquina de Turing
M. Diz-se que C —p C' se C = (z,q,sy), O(q,s) = (¢/,s',h) e se se
der um dos seguintes casos:

(1) h=1,y#eeC = (zs,¢,y).

(2) h=1,y=€eeC' = (zs,¢,b).
(3) h = -1,z édaforma z't,onde t € XU{b}, e C' = (2, ¢, ts'y).
(4) h=-1,z=€ce C" = (¢ ,bs'y).

Definicao. A computagdo finita da maquina de Turing M com
entrada * € X"\ {€¢} é quando existe, a unica sequéncia finita
Cop, C1, . ..,Ck de configuragoes tal que Cy = (€, qo,x), C; —nr Cit1
para todos os i < k, e tal que o estado de C}, é g5 ou q,.

Observe-se que, dada uma entrada, pode nao haver uma com-
putacao finita, devido a circunstancia de nunca se atingir um estado
de paragem ¢s ou ¢, (chamados estados de aceitagao e de rejeicao,
respectivamente).

Definigao. Seja L um problema no alfabeto 3. Diz-se que L é
decidivel em tempo polinomial se existir uma maquina de Turing M
no alfabeto ¥ e se houver um polinémio p(X) € N[X] tais que, para
todas as entradas x € »*,

(1) hé uma computagao finita Cy, Cy,...,Ck com k < p(|z|),
(2) se o estado de C}, é g5 entdo z € L,
(3) se o estado de C}, é g, entdao = ¢ L.

7. BREVISSIMA NOTA BIBLIOGRAFICA

Uma concisa e excepcional exposicao sobre o problema P versus
NP — que inclui um pouco da sua histéria e comentarios sobre os seus
desenvolvimentos mais recentes — deve-se ao préprio Stephen Cook
no artigo de apresentacao do problema para os “Millennium Prize
Problems”. Neste artigo, o leitor também pode encontrar referéncias
bibliograficas pertinentes. O artigo intitula-se “The P versus NP
Problem” e encontra-se disponivel no endereco URL:

http://www.claymath.org/prizeproblems/pvsnp.htm.

O livro “Algorithmics: the Spirit of Computing” de David Harel
(Addison-Wesley, 22 edicao, 1992) é uma excelente introducao a al-
goritmia e a complexidade computacional para leitores com uma
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formacao universitaria cientifica geral. Uma introdugao mais tradi-
cional a estes assuntos — de facto, um excelente manual universitario
— ¢é o (longo) texto “Introduction to Algorithmics” de Thomas Cor-
men, Charles Leiserson, Ronald Rivest e Clifford Stein (The MIT
Press, 22 edigao, 2001).

Sobre o assunto da complexidade computacional propriamente dita,
recomendo o livro de Christos Papadimitriou intitulado, precisamente,
“Computational Complexity” (Addison-Wesley, 1994). A meu ver,
este livro tem a clarividéncia de colocar a légica matematica como
firme peca central nestas coisas da ciéncia da computacao. Trata-se
dum livro avangado, ao nivel dum quarto ano de uma licenciatura em
Informatica ou Matematica. Em portugués, Jorge Orestes Cerdeira
tem umas notas na internet intituladas “Umas Coisitas de Grafos e
uma Introdugao Informal a Complexidade Computacional”. O en-
dereco URL é:

http://www.isa.utl.pt/dm/mestrado/ap/grafos_complex.pdf.

Com excepcgao desta ultima referéncia, todas as outras abordam,
com maior ou menor detalhe, questoes criptograficas. Carlos Sarrico
tem um pequeno artigo em portugués intitulado “Os Numeros Primos
e o Sistema de Codificagao R.S.A.” (Boletim da Sociedade Portuguesa
de Matematica n2 33, 1995, pp. 81-89) que descreve e analisa o sis-
tema criptografico RSA. Para um estudo mais sistematico, recomendo
“A Course in Number Theory and Cryptography” de Neal Koblitz (22
edigao, Graduate Texts in Mathematics 114, Springer-Verlag, 1994).

Finalmente, no apéndice do livro “Computers and Intractability: a
Guide to the Theory of NP-completeness” de Michael Garey e David
Johnson (W. H. Freeman and Co., 1979), o leitor pode encontrar uma
lista com cerca de trés centenas de problemas NP-completos.

8. AGRADECIMENTOS

Gostaria de agradecer a Miguel Ramos pelo améavel convite para
participar no ciclo de conferéncias “2000 matematica v/radical” e pelo
cuidado e interesse que, tanto ele como Jorge Nuno Silva, tiveram com
a edicao deste artigo.

Isabel Oitavem e Jorge Orestes Cerdeira leram uma versao prelimi-
nar deste artigo, tendo sugerido algumas correcgoes e melhoramentos.
Agradeco-lhes o interesse e a disponibilidade manifestados. E claro



O PROBLEMA P VERSUS NP 15

que a responsabilidade iltima pelo que aqui esta escrito cabe apenas
a mim proprio.

CLASSIFICAGAO AMS 2000: 03, 68

Fernando Ferreira

Departamento de Matematica, Faculdade de Ciéncias
Campo Grande, Edificio C1, 3° piso, 1749-016 Lisboa
ferferr@cii.fc.ul.pt
http://alfl.cii.fc.ul.pt/"ferferr/



